
CHAPITRE 3

Structures fractales naturelles
Éau microscopique

Ce chapitre sera plus particuli•rement consacrŽ aux structures fractales ren-
contrŽes dans la physique de la mati•re condensŽe et la physique du solide, 
cÕest-ˆ-dire les milieux dŽsordonnŽs, les couches minces ŽvaporŽes, les mi-
lieux poreux, les structures diffusŽes, les collo•des et les aŽrosols, les agrŽgats, 
les couches dŽposŽes, les polym•res et les membranes. Outre lÕintŽr•t que 
suscitent la description et la comprŽhension des phŽnom•nes physiques en-
gendrant ces structures si particuli•res, la connaissance de la gŽomŽtrie de ces 
structures peut avoir des consŽquences importantes dans divers domaines tech-
nologiques : microŽlectronique pour les matŽriaux dŽsordonnŽs et les couches 
minces ou dŽposŽes, rŽcupŽration du pŽtrole pour les matŽriaux poreux, gŽlifi-
cation et propriŽtŽs rhŽologiques pour les polym•resÉ Comme dans le chapi-
tre prŽcŽdent, les phŽnom•nes physiques du m•me type (de la m•me classe 
dÕuniversalitŽ) seront Žgalement signalŽs et discutŽs. 

3.1 Milieux dŽsordonnŽs

On appelle milieux dŽsordonnŽs, les milieux formŽs dÕune agglomŽration 
alŽatoire dÕau moins deux types de matŽriaux. CÕest le cas des alliages, des 
dŽp™ts discontinus de films mŽtalliques, des matŽriaux magnŽtiques diluŽs, des 
gels de polym•res, des matŽriaux composites en gŽnŽral. Dans cette section, 
nous prŽsenterons la percolation en tant que mod•le thŽorique, ainsi que des 
Žtudes expŽrimentales sur les couches ŽvaporŽes qui par leur caract•re bidi-
mensionnel se pr•tent tr•s bien ˆ lÕanalyse. LÕexamen dÕautres matŽriaux dŽs-
ordonnŽs comme les alliages ou les composites est insŽrŽ dans le chapitre 5 
sur le transport dans les milieux hŽtŽrog•nes.

3.1.1 Un mod•le : la percolation

La percolation joue un r™le fondamental dans un nombre considŽrable de 
phŽnom•nes physiques dans lesquels le dŽsordre est prŽsent au sein du           



TABLEAU  I Ñ Domaines dÕapplication de la thŽorie de la percolation
 ____________________________________________________________

PhŽnom•ne ou syst•me :           Transition
 ____________________________________________________________

Formation alŽatoire dÕŽtoiles dans les galaxies spirales:  non-propagation / propagation
Contagion dÕune maladie dans une population :  contagion contenue / ŽpidŽmie
RŽseaux de communication ou rŽseaux de rŽsistances:  dŽconnectŽ / connectŽ
Saut ˆ distance variable (semiconducteurs amorphes):  analogue au rŽseau de rŽsistance
Ecoulement dÕun liquide dans un milieu poreux :  mouillage localisŽ / Žtendu
MatŽriaux composites conducteur - isolant :  isolant / mŽtal
Films mŽtalliques discontinus :  isolant / mŽtal
Dispersion dÕatomes mŽtalliques dans des isolants:  isolant / mŽtal
MatŽriaux composites supraconducteur - mŽtal :  mŽtal / supraconducteur
Films minces dÕhŽlium sur des surfaces :  normal / superfluide
MatŽriaux magnŽtiques diluŽs :  para / ferromagnŽtique
Gels de polym•res, vulcanisation :  liquide / gel
La transition vitreuse :  liquide / verre
Seuil de mobilitŽ dans les semiconducteurs amorphes:  Žtats localisŽs / Žtendus
Quarks dans la mati•re nuclŽaire :  confinement / non-confinement
 ____________________________________________________________

milieu : cÕest le cas des conducteurs hŽtŽrog•nes, de la diffusion dans les   mi-
lieux dŽsordonnŽs, des feux de for•ts... Nous donnons sur le tableau      ci-
dessus extrait de Zallen (1983) une liste non exhaustive de ses applications. 
On voit combien est vaste le champ dÕapplication de la percolation puisque 
comme les structures fractales, on retrouve la percolation aussi bien dans des 
mod•les de formation de galaxies que dans les distributions de quarks dans la 
mati•re nuclŽaire. Ce tableau sugg•re Žgalement que les phŽnom•nes physi-
ques indiquŽs, poss•dent une transition. Dans le cadre de la percolation, cette 
transition (de percolation) sÕapparente ˆ une transition de phase : le parallŽ-
lisme Žtroit entre transition de percolation et transition de phase est mathŽmati-
quement dŽmontrable.

De nombreuses expŽriences mettent en Žvidence les caract•res propres ˆ la 
percolation. Nous en dŽcrirons un certain nombre dans cette section, mais Žga-
lement ˆ lÕoccasion dÕautres sujets prŽsentŽs dans ce livre.

QuÕest-ce que la percolation ?
La percolation a ŽtŽ introduite dans une publication de Broadbent et Ham-

mersley en 1957. Le mot Ç percolation È a pris son origine dans lÕanalogie 
avec la possibilitŽ pour un fluide (lÕeau) de traverser un milieu poreux    (le 
cafŽ). En fait lÕinvasion dÕun milieu poreux par un fluide sÕav•re plus com-
plexe (voir la section 3.2) que le mod•le thŽorique que nous allons prŽsenter 
maintenant.        !



Fig. 3.1.1 Percolation de liens  ̂ gauche : sur les 224 liens, 113 sont interrompus 
(points blancs), il existe cependant un chemin dÕest en ouest. Percolation de sites ˆ droite 
: sur les 128 sites, 69 sont bloquŽs, mais il nÕexiste pas de chemin sur cet                  
exemple.

Pour introduire la percolation simplement, prenons lÕimage dÕune grande 
ville amŽricaine dont les rues forment un quadrillage (rŽseau carrŽ) : une per-
sonne recherchŽe, Ç Ariane È, dŽsire traverser la ville dÕest en ouest ; or la po-
lice de cette ville est mal informŽe et se borne ˆ mettre des barrages au hasard 
dans les rues : si pB est la proportion de rues restŽes libres, la probabilitŽ pour 
Ariane de traverser la ville dŽcro”t avec pB et la police constate (la ville est tr•s 
grande) quÕavec pB = pBc= 1/2 elle est presque sžre (au sens des probabilitŽs) 
dÕarr•ter Ariane. Le probl•me que nous venons dÕŽvoquer est un probl•me de 
percolation de liens (on interdit les rues qui forment des liens  entre les carre-
fours, figure 3.1.1 ˆ gauche). La concentration pBc est dite seuil de percolation  
de lien (le B est pour lÕanglais bonds).

Nous avons indiquŽ que la ville devait •tre tr•s grande car ce seuil pBc est en 
fait une limite quand la taille (de la ville, du rŽseauÉ) tend vers lÕinfini. Nous 
reparlerons plus loin des effets de taille finie.

Mais revenons ̂ Ariane car la police a rŽflŽchi et bien quÕelle continue ̂ 
mettre des barrages au hasard elle a dŽcidŽ de les placer aux carrefours : elle 
constate alors que le nombre des barrages ˆ placer est moins important et ceci 
pour deux raisons : dÕune part le nombre de carrefours est deux fois moins 
important que celui des rues (si la ville est assez grande pour nŽgliger la pŽri-
phŽrie), dÕautre part si pS est la proportion de carrefours restŽs libres, on 
trouve un seuil de percolation pSc = 0,592 7... cÕest-ˆ-dire quÕil suffit de con-
tr™ler environ 41 % des carrefours. On a affaire ici ˆ la percolation de sites 
(car dans un rŽseau cristallin les Ç carrefours È sont les sites occupŽs par les 
atomes).

Si notre rŽseau de rues est remplacŽ par un rŽseau de rŽsistances dont cer-
taines sont coupŽes, la mesure du courant passant entre O et E, en fonction de 
la proportion de rŽsistances intactes sera donnŽe par le graphe ci-dessous (fig. 
3.1.2). Le courant sera nul pour p < pc puis cro”tra au-dessus du seuil de per-



colation pc. Nous Žtudierons ceci plus en dŽtail dans la section 5.2, plus spŽci-
fiquement consacrŽe aux phŽnom•nes de transport.!
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Fig. 3.1.2  Evolution du courant passant entre deux faces opposŽes dÕun rŽseau de rŽsis-
tances dont une proportion (1 Ð p) est coupŽe alŽatoirement. Il existe un seuil pc de rŽ-
sistances intactes tel quÕon peut trouver un chemin permettant au courant de     passer. 
Ce seuil est dÕautant mieux dŽfini que la taille du rŽseau est plus grande.

Pour rŽsumer, on dira que le seuil de percolation correspond ˆ la concentra-
tion (de liens fermŽsÉ) o• une connexion de portŽe infinie appara”t (ou dis-
para”t) : un chemin existe et pour un matŽriau dont un des composants est 
conducteur, le courant passeÉ On comprend mieux ainsi lÕexistence des tran-
sitions indiquŽes dans le tableau au dŽbut du paragraphe.

La figure ci-dessus peut aussi reprŽsenter par exemple la conductivitŽ dÕune 
distribution alŽatoire de billes isolantes et conductrices (pc est alors voisin de 
0,3 ; voir la th•se de Oger, 1987).

Percolation sur les rŽseaux rŽguliers
Les Žtudes sur la percolation ont ŽtŽ faites tout dÕabord sur les rŽseaux    

rŽguliers (lien avec les structures cristallines, approche mathŽmatique plus 
simple).

Nous allons dŽtailler ici quelques propriŽtŽs et dŽfinir quelques sous-       
structures qui nous seront utiles par la suite. Pour des considŽrations plus prŽ-
cises et plus mathŽmatiques, on pourra consulter Essam 1972 & 1980, et 
Stauffer, 1985.

ExceptŽ dans certains rŽseaux ˆ deux dimensions (indiquŽs par une astŽris-
que) o• la symŽtrie permet de calculer exactement pc, le seuil de percolation ne 
peut •tre calculŽ que par simulation numŽrique ou par extrapolation de sŽries. 
Le calcul du seuil de percolation par simulation numŽriquement consiste dans 
son principe ˆ chercher la concentration pour laquelle un amas percolant appa-
ra”t dans un rŽseau de taille Ld ; on extrapole ensuite les rŽsultats ̂ L !  " . 
Cette mŽthode est en pratique peu prŽcise et ˆ ŽgalitŽ de taille mŽmoire et de 
temps de calcul, on lui prŽf•re des techniques plus ŽlaborŽes de calcul sur des 



rubans ou en gradient de concentration. Le calcul des seuils par extrapolation 
de sŽries consiste ˆ calculer analytiquement les probabilitŽs des diverses con-
formations dÕamas finis (voir par exemple le calcul de P" (p), Žquation 3.1-4), 
jusquÕˆ la limite du possible (cÕest-ˆ-dire encore de tr•s petits amas) et de ten-
ter lÕextrapolation aux tr•s grands amas. Enfin il existe en dimension deux des 
transformations de dualitŽ (par exemple la transformation Žtoile "  triangle) 
entre rŽseaux, entra”nant des relations entre les seuils et donc dans certains cas 
leur dŽtermination exacte.

TABLEAU  II Ñ Seuil de percolation pour quelques rŽseaux usuels
 _______________________________________________________
# pc #         site (pSc) #         lien (pBc) #
 |_______________________________________________________|
#Nid dÕabeille # 0, 696 2 # 0, 652 71* #
#CarrŽ # 0, 592 75 # 0, 500 00* #
#Triangulaire # 0, 500 00* # 0, 347 19* #
#Diamant # 0, 428 # 0, 388 #
#Cubique simple # 0, 311 7 # 0, 149 2 #
#Cubique base centrŽe # 0, 245 # 0, 178 5 #
#Cubique face centrŽe # 0, 198 # 0, 199  #
 |_______________________________________________________|

Pour lÕarbre de Cayley o• chaque site a z premiers voisins (on lÕappelle 
aussi indiffŽremment rŽseau de Bethe) on peut Žgalement obtenir la solution 
exacte, pc = 1/(z-1) (voir plus bas lÕapproche en champ moyen). Sur la figure 
3.1.3, on a reprŽsentŽ un arbre de Cayley o• z = 3 :

Fig. 3.1.3 Portion dÕun arbre de Cayley poss•dant un branchement z = 3  ̂ chaque           
site (le rŽseau se continue bien sžr indŽfiniment dans toutes les branches).

Sous-ensembles de sites occupŽs
Au-dessous du seuil le rŽseau de percolation est constituŽ dÕamas finis  

uniquement, un amas Žtant dŽfini comme un ensemble de sites ou de liens 
connectŽs. Si s est la taille dÕun amas fini (sur le schŽma ci-dessous, on a indi-
quŽ deux amas finis : s = 1 et s = 4) et si ns est le nombre dÕamas de taille s 
par site alors sns est la probabilitŽ de trouver un site donnŽ sur un amas de 
taille s ; comme au-dessous du seuil, un site occupŽ est nŽcessairement sur un 
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p = 0,59!p = 0,35! p = 0,87!

Fig. 3.1.4 RŽseau carrŽ (Lx L, L = 13) pour trois concentrations p de sites occupŽs. 
Quand p est assez petit, il nÕexiste que des amas finis (s = 1,É4,É). Pour une certaine 
concentration pc(L), un amas percolant (en grisŽ) appara”t. A plus haute concentration, 
cet amas envahit le rŽseau. Quand L! ! , pc(L)!  pc et lÕamas                             per-
colant devient un amas infini et fractal.

amas fini, la probabilitŽ pour un site dÕ•tre occupŽ conduit ˆ la relation :!
# s s ns = p.

Au seuil de percolation un amas infini, ou amas percolant, en grisŽ sur la 
figure 3.1.4, appara”t quand p $ pc ($ 0,59 pour le rŽseau carrŽ), mais au seuil, 
la probabilitŽ P" (pc) pour un site dÕ•tre sur lÕamas de percolation est encore 
nulle. Cet amas infini, prŽsent au seuil de percolation, est souvent appelŽ 
lÕamas infini naissant. La probabilitŽ P"  cro”t tr•s rapidement au-dessus du 
seuil. Un site occupŽ est maintenant soit sur un amas fini (non vide), soit sur 
lÕamas infini de sorte que,

 P"  + #
s

 s ns = p (3.1-1)

Le comportement de P" (p) au voisinage de pc est singulier :

 P"  (p) % (p Ð pc ) & (3.1-2)

avec & = 5/36 pour les rŽseaux ˆ deux dimensions (d = 2),
et  & $ 0,44 pour les rŽseaux ˆ trois dimensions (d = 3).

Nous reverrons souvent ce type de comportement et ceci pour diverses 
grandeurs physiques. Les exposants (ici &) sont des nombres qui ne dŽpen-
dent en gŽnŽral que du mod•le ŽtudiŽ (ici la percolation) et de la dimension eu-
clidienne d de lÕespace. Ils sont par contre indŽpendants du rŽseau (carrŽ, 
triangulaire, ou nid dÕabeille...). En particulier, & est le m•me pour la percola-
tion de site et la percolation de liens. On dit quÕil y a universalitŽ. Cette    ca-
ractŽristique se retrouve Žgalement dans le cas des transitions de phase au voi-
sinage de la tempŽrature critique Tc. Il en est ainsi du magnŽtisme pr•s         !
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Fig. 3.1.5 ProbabilitŽ pour un site dÕ•tre sur lÕamas infini. Loin du seuil, quand              
presque tous les sites appartiennent ˆ cet amas, P!  varie comme p.

dÕune tempŽrature critique (ou tempŽrature de Curie).
Certains de ces exposants reprŽsentent des dimensions fractales, m•me si 

on ne comprend pas encore mathŽmatiquement pourquoi.

Calcul de P! (p)
On peut calculer thŽoriquement la probabilitŽ P"  (p) par dŽnombrement en 

considŽrant que,1

P"  (p) = 1 Ð Pfini (p) (3.1-3)

et en calculant Pfini (p) = # s=o"   Ps (p),  o• Ps est la probabilitŽ pour un site 
dÕappartenir ˆ un amas de taille s. Pour la percolation de site sur un rŽseau 
carrŽ (un site vide est reprŽsentŽ par un disque blanc, un site occupŽ par un 
disque noir) on a par exemple :

Po = ! = q '  1 Ð p

!
P1 = ! " ! =  p q4

!

!
P2 = ! " ! = 2.4 p2q6

! " !
!

É et dÕune fa•on gŽnŽrale (s > 0),

Ps = s ns = #  t s gst ps qt (3.1-4)

o• t est le pŽrim•tre de lÕamas, cÕest-ˆ-dire le nombre de sites vides premiers 
voisins dÕun site de lÕamas. La difficultŽ est bien sžr de calculer gst : on ne 
1 La probabilitŽ est 1 dÕ•tre sur un amas, fini (s $ 0) ou infini.



conna”t pas dÕexpression pour s grand, or toutes les propriŽtŽs de la percola-
tion proviennent de la statistique des grands amas. Les sŽries du type prŽcŽ-
dent ont ŽtŽ tr•s ŽtudiŽes surtout lors des premiers travaux dŽtaillŽs sur la per-
colation (de Gennes et al., 1959 ; Essam, Sykes & Essam : voir Essam, 1980). 
Ils ont fourni les premi•res valeurs de pc, des exposants critiques...

Approche en champ moyen
A dŽfaut dÕune dŽtermination rigoureuse de la probabilitŽ P"  (p), on a cher-

chŽ une approche fondŽe sur un calcul en champ moyen (on dit aussi champ 
effectif). Les premi•res Žtudes sont dues ̂  Flory et Stockmayer (voir Flory, 
1971) qui avaient ŽtudiŽ d•s 1941 lÕapparition de la gŽlification dans les poly-
m•res en dŽveloppant une approche en champ moyen sur un rŽseau de Bethe, 
ceci avant m•me que lÕidŽe de percolation ne soit apparue (nous en reparlerons 
ˆ propos des polym•res et gels, section 3.5).

Le calcul en champ moyen est le suivant : en se basant sur la figure 3.1.6a, 
on voit quÕun site Ç a È peut •tre un amas vide, avec la probabilitŽ 1 Ð p, ou •tre 
occupŽ avec la probabilitŽ p et •tre dans ce cas connectŽ ̂ un amas fini par 
lÕun de ses z voisins. On peut donc Žcrire que,

Pfini (p) = (1 Ð p) + p Gz (3.1-5)

o• G est la probabilitŽ pour que le site voisin du site Ç a È appartienne ̂ un 
amas fini (0 % G % 1). En Žcrivant ceci, on suppose lÕindŽpendance entre les 
branches (absence de boucles).
 !
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Fig. 3.1.6 a) SchŽmatisation de lÕapproximation en champ moyen. Un site a dÕun amas 
fini peut •tre occupŽ ou vide ; sÕil est occupŽ il peut •tre liŽ ̂  lÕun des z sites voisins (z = 
3) lequel appartient ˆ lÕamas fini avec une probabilitŽ G. Ce site peut lui-m•me •tre con-
nectŽ avec lÕun des z Ð 1 sites seconds voisins du site a avec cette probabilitŽ G. b) Ce 
calcul nÕest plus quÕapprochŽ sÕil existe des boucles  reliant les branches (ici quand z = 
4).

En considŽrant que lÕun de ces z voisins est lui-m•me liŽ ˆ (z Ð 1) seconds 



voisins on peut Žgalement Žcrire que,

G(p) = (1 Ð p) + p Gz Ð 1 (3.1-6)

En fait ceci correspond ̂ rŽsoudre exactement le probl•me de percolation 
sur un rŽseau de Bethe (qui prŽcisŽment ne poss•de pas de boucles).

i) Pour z = 2, le rŽseau est une cha”ne linŽaire ; (3.1-6) devient,

G = 1 Ð p + pG soit, (3.1-6a)

quand p & 1, (3.1-6a) a pour solution G '  1 et donc (via (3.1-5)) : P"  '  0 
quand p = 1, G nÕest pas dŽterminŽ par (3.1-6a) mais comme tous les sites 

de la cha”ne sont occupŽs, P"  = 1 et le seuil de percolation est ˆ pc = 1. 
ii) Pour z = 3, le rŽseau est hexagonal (ou nid dÕabeille) ; (3.1-6) sÕŽcrit,

G = 1 Ð p + pG2 (3.1-6b)
Cette Žquation poss•de deux racines: G = 1 et G = (1Ðp)/p. La solution G = 

(1 Ð p)/p nÕexiste que si p $ pc = 1/2 car 0 % G % 1, et de plus un examen dŽ-
taillŽ montrerait que G = 1 nÕest pas une solution valable dans ce cas.

De sorte que,
quand p < pc = 1/2 : il nÕexiste quÕune solution G = 1 et P"  = 0.
quand p > pc = 1/2 : G = (1 Ð p)/p est lÕunique solution. Il existe donc 

quand p > pc = 1/2, un amas infini, dont la probabilitŽ est donnŽe par 
P"  = p Ð q3/p2

Si maintenant on dŽveloppe au voisinage de pc (p = 1/2+() on trouve : 
G $ 1Ð4( soit  P" (p) $ 6(  = 6(p Ð pc)

iii) De m•me pour un z quelconque on trouverait 

P" (p) =  2z/(z Ð 2) (p Ð 1/(z Ð 1))& +É   avec & = 1. (3.1-7)

En champ moyen, on a donc  & = 1.
Les Žquations (3.1-5 et 6) donnent le rŽsultat exact pour le rŽseau de Bethe, 

dÕo• lÕintŽr•t de ces rŽseaux, cas dÕŽcole pour les approches en champ moyen 
des probl•mes de percolation.

Il est intŽressant de comparer le calcul des premi•res itŽrations en champ 
moyen avec celle dÕun calcul exact. Ainsi pour z = 4 (rŽseau carrŽ), alors que 
lÕon retrouve bien le dŽbut du dŽveloppement de Pfini donnŽ plus haut jus- quÕ 
aux amas de 2, il nÕen est plus de m•me ensuite. En effet en champ moyen,

Pfini(p) = q + pq4 + 2.4 p2q6 + 3.18 p3q8 + 4.88 p4q10 +É (3.1-8a)

tandis que le calcul exact donne,
Pfini(p) = q + pq4 + 2.4 p2q6 + 3 (12p3q7 + 6p3q8) +

+ 4 (36p4q8 + 32p4q9 + 8p4q10)+ É (3.1-8b)

Les deux sŽries diff•rent d•s que des boucles sont possibles, plus exactement 
d•s que des sites du pŽrim•tre ont plusieurs premiers voisins dans lÕamas 
(boucles incluant un site du pŽrim•tre ; cÕest le cas ici pour les amas de 3) 



En rŽsumŽ, trois choses sont ̂  retenir
1) Le champ moyen est Žquivalent ˆ la solution du rŽseau de Bethe, rŽseau 

o• nÕapparaissent jamais de boucles. Ce sont les boucles qui, en introduisant 
des corrŽlations entre les probabilitŽs rendent le probl•me actuellement insolu-
ble.

2) Le champ moyen fournit un ensemble dÕexposants critiques que lÕon 
peut calculer compl•tement. Nous avons calculŽ ici  & (= 1). Ces exposants de 
champ moyen sont eux aussi universels. Leur valeurs sont indiquŽes dans le 
tableau ˆ la fin du paragraphe sous la dŽnomination Ç Bethe È.

3) On appelle dimension critique dc la dimension ̂ partir de laquelle le 
champ moyen devient exact, cÕest-ˆ-dire quand la probabilitŽ de former des 
boucles devient nulle. En effet, si lÕon augmente la dimension de lÕespace, la 
place disponible pour les branches dans un amas de percolation augmente suf-
fisamment pour rendre les boucles tr•s rares (probabilitŽ presque sžrement 
nulle). En consŽquence, pour toutes les dimensions d $ dc le champ moyen 
devient exact. Cette dimension a essentiellement un intŽr•t thŽorique (on sait 
faire des dŽveloppements formels au voisinage de dc : (d = dc Ð () que lÕon 
peut comparer ˆ dÕautres mŽthodes). Dans le cas de la percolation, la dimen-
sion critique dc = 6 (et la dimension fractale de lÕamas infini est alors D = 4, 
voir plus bas).

Outre P" (p) dÕautres grandeurs sont physiquement tr•s importantes. Ce 
sont entre autres :

- S(p) : le nombre moyen de sites dans un amas fini.
- ) (p) : la longueur de connexion, rayon moyen des amas finis.

Ajoutons Žgalement :
-# (p) : la conductivitŽ macroscopique moyenne dans le mŽlange mŽtal- iso-

lant dont nous ne dirons que quelques mots dans cette section.
       !
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Fig.3.1.7 Taille moyenne des amas finis de la percolation. LÕexposant du comporte-                
ment de S(p) est le m•me au-dessus et au-dessous du seuil.



La taille moyenne, cÕest-ˆ-dire le nombre moyen de sites des amas finis 
S(p) diverge ˆ pc ˆ cause de lÕapparition dÕun amas infini. Par dŽfinition 

S(p) = *s+ = # s s(sns)/# s sns  = #  s2ns /p (3.1-9)

Son comportement est de la forme

 S(p) % | p Ð pc | Ð,  (3.1-10)

o•  ,   = 43/18 quand  d = 2.
     ,   $  1.8    quand  d = 3.

Remarque : Lorsque p > pc il faut bien sžr noter que lÕamas infini nÕest pas 
pris en compte dans le calcul de S(p).

Rayon des amas et dimension fractale
Un amas de taille s a un certain rayon moyen Rs. En pratique, il est utile de 

le dŽfinir par ce que lÕon appelle le rayon de giration, cÕest-ˆ-dire le rayon o• 
il faut distribuer toute la Ç masse È de lÕamas pour conserver le m•me moment 
dÕinertie. On Žcrit 

Rs
2

= 1
s

s

#
i ! =! 1

r i Ðr0
2

(3.1-11a)

o• r0 = 1
s

s

#
i !=!1

r i (barycentre), i Žtantunsitecourantdel' amas.

On peut Žcrire Žgalement :

Rs
2

= 1
2s2 #

i , j
r i Ðr j

2

(3.1-11b)
La longueur de corrŽlation (ou mieux ici de connexion) ) (p) est le rayon de 

giration moyen de tous les amas finis. Elle donne une idŽe de la distance 
moyenne ̂ laquelle se fait sentir la connectivitŽ. Comme on a une probabilitŽ 
sns de choisir un site i quelconque sur un amas de taille s et quÕil lui corres-
pond s sites j, on dŽfinit ) 2 par la relation

)
2
(p) = *Rs

2 + = 
2 #

s
 Rs

2  s2 ns

#
s

 s2 ns

(3.1-12)

Quand p atteint pc par valeurs infŽrieures, il y a apparition dÕun amas infini, 
cÕest-ˆ-dire de rayon de giration infini : )  doit diverger ̂ pc. Quand p > pc , )  
est encore dŽfini en tant que moyenne sur les amas finis ; il diverge quand p 
atteint pc par valeurs supŽrieures. Comme les autres grandeurs prŽcŽdemment 
dŽfinie, )  suit une loi de puissance au voisinage de pc : on Žcrit (la notation -  
est adoptŽe pour le comportement critique de la longueur de corrŽlation quel 
que soit le type de mod•le),



 ) (p) %   p Ð pc  .  -  (3.1-13)

lÕexposant -  est le m•me de part et dÕautre de pc. Les valeurs de -  sont,
-  = 4/3  quand d = 2;   -  $ 0,88É quand d = 3.

Cette longueur de corrŽlation est directement liŽe ˆ la fonction de corrŽlation 
g(r), probabilitŽ quÕun site, ̂  la distance r dÕun site occupŽ, appartienne  au 
m•me amas fini (g(0) est normalisŽe ˆ un),

g(r) = 
* m( r0 ) m( r0 + r ) +

* m( r0 ) +
  = *  m( r0 ) m( r0 + r ) + / p (3.1-14)

Comme les seules contributions ̂ g(r) proviennent de sites r0 et r0 + r oc-
cupŽs (m(r0) = m(r0 + r) = 1), le nombre moyen de sites auxquels un site r0  
occupŽ est connectŽ est ainsi p# r g(r), la sommation portant sur tous les sites 
du rŽseau. Ce nombre moyen est aussi #  s2 ns de sorte que 

p S(p)= #
s

s2 ns = p#
r

g(r)
(3.1-15)

La distance moyenne )  Žtant la somme pondŽrŽe des distances moyennes 
de deux sites appartenant au m•me amas on a donc

 )
2
 =  #

r
 r2 g(r) / #

r
  g(r) (3.1-16)

La relation 3.1-13, permet dÕŽvaluer les effets de taille finie sur la dŽtermination dÕun 
seuil de percolation. En effet, pour un Žchantillon de c™tŽ L, la concentration pour la-
quelle les amas finis percoleront en moyenne est telle que ) (p) $ L. Le seuil apparent 
sera donc

pc*  $ pc Ð a L.  1/- . (3.1-17)

Dimension fractale
On acc•de, en calculant des grandeurs comme Rs ou g(r), ˆ certaines lois 

concernant la distribution des sites occupŽs dÕun amas fini (via Rs), ou leur 
distribution moyenne (via g(r)). On peut ainsi se poser la question suivante : la 
taille s et le rayon Rs dÕun amas sont-ils reliŽs par une loi de puissance dŽfi-
nissant une dimension fractale ? 

LÕexpŽrience numŽrique, les considŽrations sur les transitions de phase 
(groupe de renormalisation ) montre quÕil en est prŽcisŽment ainsi des grands 
amas au seuil de percolation. cÕest-ˆ-dire que la relation entre masse et rayon 
sÕŽcrit,

s % RsD (p = pc , s!  " ) (3.1-18)
(A p = pc, il existe un amas infini et de nombreux tr•s grands amas finis dont 
la structure se confond pratiquement avec celle de lÕamas infini).

Cette structure fractale est Žgalement obtenue, en moyenne, pour lÕensemble 



des amas finis. En effet, si on calcule, ˆ p = pc, la masse moyenne (sur tous les 
amas) des sites occupŽs appartenant ˆ un m•me amas fini en intŽgrant la fonc-
tion de corrŽlation g sur une couronne entre r et r + dr,           on obtient

/ (R) %  
0

R

 r d!Ð!1 g(r) dr  % RD (3.1-19)

cette relation entre masse et rayon impose la structure asymptotique de g(r) :
g(r) % 1

r d Ð D
           (p = pc ) (3.1-20)

On montre que : D = 91/48 $ 1,89    quand d = 2,
D $   2,5      quand d = 3.

Lorsque lÕon nÕest plus ˆ p = pc, la fonction dÕŽchelle prend la forme gŽnŽ-
rale,

 g(r,) ) % 1
r d Ð D

  0 r
) (p)

 (3.1-21)

et la masse dans une boule de rayon R sÕŽcrit,

 M(R,) ) %  )
D
1  R

) (p)
    avec  1  (x) =  

0

x
uD Ð 1 0(u) du (3.1-22)

Ces expressions importantes mŽritent dÕ•tre plus longuement discutŽes : 
quand p = pc, )  est infini et g est une simple loi de puissance de la forme (3.1-
20) caractŽristique dÕune distribution fractale. Si maintenant p & pc, les amas 
finis ont un rayon moyen )  qui est lÕunique longueur dans le syst•me ; il 
existe bien sžr une distance minimum Ç a È (distance entre sites par exemple), 
mais cette longueur ne joue plus aucun r™le lorsque les amas sont assez 
grands. Il existe aussi en gŽnŽral une longueur maximum L (taille de 
lÕŽchantillon), que lÕon suppose ici tr•s grande par rapport ̂  ) .2  On postule 
alors que le rapport  g(r,) )/g(r," ) est une fonction dÕŽchelle 0(r/) ) sans di-
mension. Nous avions dŽjˆ rencontrŽ ce type de formulation ̂  propos de la 
courbe de Koch (expression (1.4-1)). Cette fonction 0 est inconnue, mais on 
peut en dŽterminer les valeurs limites : au voisinage de pc, 0(x << 1) est une 
constante non nulle (pour que (3.1-20) soit satisfait) et 1 (x) % xD ; pour r > ) , 
0(x >> 1) tend (exponentiellement) vers zŽro puisquÕil nÕy a plus de sites de 
lÕamas, et 1  devient constant.

Si on calcule g(r) sur lÕamas infini quand p > pc, on obtient une expression 
de la forme (3.1-21) car la longueur de corrŽlation sur cet amas est dŽterminŽe 
par les amas de sites vides distribuŽs en son sein. Ceux-ci ont une distri-    
bution de tailles comparables ˆ celle des amas finis prŽsents dans le milieu. La 
diffŽrence dans ce cas est que pour r >> ) , la distribution de masse devient ho-
mog•ne de dimension d : M % r d, de sorte que  0(x >> 1) % x d Ð D.

2  Dans le cas contraire il existe des effets de taille finie, presque toujours prŽsents dans la 
pratique (voir par exemple lÕŽquation (3.1-17)). 



Peut-on trouver des relations entre les exposants ?
Plusieurs relations (lois dÕŽchelle) on ŽtŽ dŽmontrŽes ou conjecturŽes entre 

les exposants critiques. Ces relations ont ŽtŽ obtenues dans les annŽes 60 et 70 
lors des travaux sur les invariances dÕŽchelle (ou invariance par dilatation) qui 
annon•aient les structures fractales et le groupe de renormalisation. Nous in-
troduirons ces relations au fur et ˆ mesure des besoins.

Relation entre , , d et D
ConsidŽrons la distribution de sites occupŽs de lÕamas infini dans une 

sph•re de rayon ) . DÕapr•s ce qui prŽc•de, on peut dÕune part calculer le 
nombre de sites situŽs dans le disque en tenant compte de son caract•re fractal,

M = )  D % (p Ð pc)Ð- D

dÕautre part on remarque que ce nombre est proportionnel au produit de la 
probabilitŽ P"  pour un site dÕ•tre sur lÕamas infini par le nombre ) d de sites 
prŽsents (vides ou occupŽs). En comparant les deux calculs, on trouve la loi 
dÕŽchelle :

 D = d Ð &/-  (3.1-23)

Cette relation est tr•s bien vŽrifiŽe numŽriquement.

Distribution des tailles des amas
La distribution des amas est Žgalement tr•s importante ̂  conna”tre : ici     

encore on recherche le comportement asymptotique, cÕest-ˆ-dire la distribution 
ns des grands amas de taille s.

Au seuil de percolation, pour des raisons dÕinvariance par dilatation de la 
distribution des amas, on doit sÕattendre ˆ une distribution de la forme,

ns  %  s.2 s!  " . (3.1-24a)

Ce comportement est Žgalement bien vŽrifiŽ numŽriquement dans les ex-
pressions o• entrent lÕexposant 2.

Lorsque lÕon nÕest plus ̂  p = pc la loi dÕŽchelle prend la forme gŽnŽrale,

 ns  %  s.  2 f( |p Ð pc | s3 ) s!  " . (3.1-24b)

On peut dŽterminer 3 assez aisŽment. La quantitŽ entrant dans la fonction 
dÕŽchelle doit •tre une quantitŽ sans dimension : par exemple de la forme Rs/) , 
)  reprŽsentant lÕunique Žchelle de longueur du syst•me. Rs varie comme s1/D 
tandis que )  % |p-pc| .- . De sorte que s1/D |pÐpc| -  est un invariant ainsi que 
s1/- D |pÐpc| donc :



TABLEAU  III Ñ Exposants pour la percolation pour d = 2, d = 3 
et pour le rŽseau de Bethe (Stauffer 1985)

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Exposant :     d = 2 :     d = 3 :    Bethe :         Grandeur
------------------- :----------------- :----------------- :----------------- :---------------------------------------------

4 :    Ð 2/3 : Ð 0,6 :     Ð 1 : Nombre total dÕamas
& :      5/36 : 0,42 :        1 : Amas infini
, :    43/18 : 1,8 :        1 : Taille moyenne amas fini
- :      4/3 : 0,88 :      1/2 : Longueur de corrŽlation
3 :    36/91 : 0,45 :      1/2 : Nombre dÕamas p = pc
2 :  187/91 : 2,2 :      5/2 : Nombre dÕamas p = pc

 D (p = pc) :    91/48 : 2,52 :        4 : Dimension fractale
 D (p < pc)

3 :      1,56 : 2,0 :        4 :                  "
 D (p > pc)

4 :      2 : 3 :        4 :                  "  
 µ :      1,3 : 2,0 :        3 : ConductivitŽ

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 3 = 1/- D (3.1-25)

La connaissance de ns permet de calculer toutes les valeurs moyennes citŽes 
prŽcŽdemment : P" , SÉ 

Utilisant la relation  P" (p) + 5s sns(p) = p, au voisinage de pc et le fait que 
P" (pc) = 0, 5s sns(pc) = pc.

P" (p) = p Ð pc + 5s s{ns(pc) .  ns(p)}

P" (p) est donnŽ par la partie singuli•re (pour p > pc) de lÕexpression ci-    
dessus. Faisons ce calcul en rempla•ant la somme discr•te par une intŽgrale : 
apr•s intŽgration par partie, et si 2 >2,

P"  (p) %  
0

"
ns (pc ) Ð ns (p)  s ds = (p Ð pc )

2. 2
3     

0

"
dz z2Ð2 f'(z)

cÕest-ˆ-dire que

 2 = &3 + 2  (3.1-26)

On peut ainsi Žgalement calculer lÕexposant ,  de S(p) :

 ,  = (3 Ð 2)/3  (3.1-27)

et bien dÕautres exposants. Tous ces exposants, attachŽs ˆ la structure gŽomŽ-
trique sÕexpriment en fonction de deux exposants seulement (-  et D par 
exemple ).
3 Il sÕagit ici de la dimension fractale des tr•s grands amas dont le diam•tre est beaucoup plus 
grand que la longueur de corrŽlation de la percolation alors que la dimension D(p = pc) cor-
respond aux grands amas dont le diam•tre est de lÕordre de ) . Ces amas, qui sont beaucoup 
plus tŽnus que lÕamas percolant naissant et qui ont de grandes Ç pattes È, sont appelŽs Ç ani-
maux È.
4 Il sÕagit de la dimension de lÕamas infini bien au-dessus du seuil. On sait quÕil est dense ˆ 
des distances supŽrieures ˆ )  (et bien sžr fractal aux distances plus courtes que ) ).



Dimension dÕŽtalement en percolation
Cette dimension (cf. ¤ 1.5.1) a ŽtŽ estimŽe par simulation numŽrique. Les 

premiers calculs ont ŽtŽ effectuŽs par Vannimenus et al. (1984). Les valeurs 
les plus rŽcentes sont (voir Bunde & Havlin, 1991) :

de  $ 1,678 ± 0,005 quand d = 2.
de  $ 1,885 ± 0,015 quand d = 3.

Le chemin le plus court pour une distance L ˆ vol dÕoiseau est  Lmin % Ldmin,
dmin $ 1,13 en d = 2 et dmin $ 1,34 en d = 3.

Epine dorsale
Un sous-ensemble tr•s important est ce que lÕon peut appeler (de prŽfŽ-

rence ˆ squelette) lÕŽpine dorsale de lÕamas percolant (en anglais backbone). Il 
sÕagit de lÕensemble des sites connectŽs Ç utiles È pour la conduction (voir 
aussi la section 4.2). Il nÕexiste bien sžr quÕaux concentrations supŽrieures au 
seuil.
       !

Fig. 3.1.8 LÕamas infini (le rŽseau est ici de taille finie) se compose dÕune Žpine dorsale 
qui est un ensemble simplement ou multiconnectŽ (en trait plein) et de bras morts (en 
trait hachurŽ). Ces bras morts contiennent toute la  masse de lÕamas per-               
colant ˆ la limite du rŽseau infini.

Il prŽsente lui aussi une structure fractale. Sa dimension fractale est :
DB $ 1,62 ± 0,02 en dimension 2.
DB $ 1,74 ± 0,04 en dimension 3.

On remarque quÕil est beaucoup moins dense que lÕamas percolant. En 
particulier la probabilitŽ quÕun site appartienne ̂ la Ç dorsale  È est de la 
forme,



 PB  %  ( p Ð pc )&B (3.1-28)

avec &B $ 0,53. Il prŽsente par contre la m•me longueur de corrŽlation que 
lÕamas percolant lui-m•me. Enfin sa ramification est finie.

3.1.2 Couches ŽvaporŽes

Les films mŽtalliques minces ŽvaporŽs donnent naissance ̂ des structures 
dŽsordonnŽes de type percolation. Des micrographies par transmission Žlec-
tronique ont ŽtŽ ainsi faites sur des films dÕor ŽvaporŽs, le substrat Žtant Si3N4 
amorphe (Voss et al. 1982).
            !

 (a)  (b)
100 nm

Fig. 3.1.9 (a) Image digitalisŽe dÕune couche dÕor ŽvaporŽe (en noir) sur un substrat 
amorphe de Si3N4. (b) Trois amas extraits de cette image. Le taux de recouvrement     en 
or est p = 0,64. Le seuil pc a ŽtŽ trouvŽ voisin de 0,74 (Voss et al. 1982).

1000 • (a) 1000 •  (b)

Fig. 3.1.10 DŽpot de Pb (en blanc) sur Ge amorphe. (a) Partie de lÕamas infini,                    
(b) Žpine dorsale (Kapitulnik & Deutscher, 1982).



Dans les images de la figure 3.1.9, on montre (b) trois amas connectŽs 
construits ̂ partir de la micrographie (a) dont la concentration est p = 0,64 : 
LÕensemble en noir est le plus grand amas. Les auteurs ont ŽtudiŽ des couches 
de concentrations variŽes et dŽterminŽ le seuil de percolation (qui nÕest pas 
universel) et divers exposants dont celui 2 donnant la distribution des amas de 
surface donnŽe. La valeur de 2 mesurŽe est en accord avec la valeur thŽorique 
en d = 2, soit 2 $ 2,05.

De m•me des couches minces de plomb dŽposŽes sur du germanium amor-
phe ont ŽtŽ analysŽes par Kapitulnik et Deutscher (1982). LÕanalyse des ima-
ges digitalisŽes est montrŽ sur les figures 3.1.10 (a-b).

La dimension fractale obtenue ici est D = 1,90 ± 0,02 (en percolation D = 
1,89É). La fonction de corrŽlation (cÕest-ˆ-dire la densitŽ) a ŽtŽ Žgalement dŽ-
terminŽe et conduit ˆ un exposant (D Ð d) en accord avec la valeur de D. Enfin 
lÕŽpine dorsale, partie de lÕamas infini susceptible dÕ•tre parcourue par un 
courant continu, poss•de une dimension fractale DB $ 1,65 ± 0,05, Žgalement 
en accord avec un mod•le de percolation.
          !
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Fig. 3.1.11 Partie de lÕamas infini pour un taux de recouvrement supŽrieur au seuil, avec 
 ̂ droite un graphe log-log de la densitŽ en fonction de la taille. La structure est fractale 

jusquÕˆ une distance ) p $ 40 • puis devient homog•ne (densitŽ constante).               
(Deutscher et al., 1983).

Au-dessus du seuil de percolation (fig. 3.1.11), la structure est fractale jus-
quÕˆ une distance critique )  p et on vŽrifie bien que la dimension est 2 au-delˆ 
de cette distance. Enfin, comme dans lÕŽtude prŽcŽdente, les auteurs ont dŽter-
minŽ la distribution dÕamas ayant une surface s, et obtenu ns % s 

Ð2,1 ± 0,2.



3.2 Milieux poreux

Un milieu poreux est un milieu alŽatoirement multiconnectŽ dont les        ca-
naux sont obstruŽs au hasard. Le taux du vide constituŽ par ces canaux est ap-
pelŽ la porositŽ C du milieu. La grandeur physique importante, analogue de la 
conductivitŽ !  dÕun rŽseau de rŽsistances, est la permŽabilitŽ de Darcy : elle 
dŽcro”t continžment quand la porositŽ diminue jusquÕˆ sÕannuler pour une po-
rositŽ critique Ccr. Au-dessous de cette porositŽ, le milieu nÕest plus permŽable 
(la porositŽ rŽsiduelle est dite fermŽe), au-dessus il existe un chemin traversant 
le milieu, cÕest-ˆ-dire un Ç amas È infini.

Une roche granitique fracturŽe est ainsi un exemple de milieu poreux mal 
connectŽ. Les fissures planes peuvent •tre grossi•rement modŽlisŽes par des 
disques alŽatoires en direction, position et taille.

Si la distribution de canaux ou de fissures est alŽatoire, que les corrŽlations ˆ 
grande distance sont nŽgligeables, le transport dans un milieu poreux est alors 
analogue ̂ un probl•me de rŽseau alŽatoire de rŽsistances, cÕest-ˆ-dire reliŽ au 
probl•me de la percolation. On sÕattend donc ˆ un comportement universel de 
la permŽabilitŽ, celle-ci ne dŽpendant que de la dimension euclidienne de lÕes-
pace et de la distance relative du seuil, et non de tous les dŽtails microscopi-
ques, ordre et nature des connexions... La variation de la permŽabilitŽ au voisi-
nage du seuil devrait •tre de la forme gŽnŽrale,

K = Ko (C Ð Ccr) µ , C > Ccr (3.2-1)
K = 0, C !  Ccr

o• seuls Ccr et le facteur Ko dŽpendront de ces dŽtails microscopiques. Bien 
sžr, la rŽalitŽ est beaucoup plus complexe (en particulier ˆ cause des probl•mes 
de physicochimie interfaciale dans la mati•re divisŽe). LÕapproche par la thŽo-
rie de la percolation ne doit •tre considŽrŽe que comme une puissante charpente 
pour comprendre la statistique de ces syst•mes.

De plus, dans un milieu poreux la notion de percolation de lien ou de perco-
lation de sites est imprŽcise car le rŽseau est dŽsordonnŽ tant du point de vue de 
la forme des pores que de leur interconnexion. On sait cependant (universalitŽ) 
que ceci nÕaffecte pas le comportement (lois de puissance) mais seulement les 
prŽfacteurs et valeurs critiques des param•tres (Ccr par            exemple) qui dŽ-
pendent eux de la texture microscopique du matŽriau.

Deux relations empiriques sont relativement bien vŽrifiŽes pour une large 
variŽtŽ de rŽseaux (voir le tableau II) : le produit z pBc est ˆ moins de 0,06 pr•s, 
voisin de 2 quand d = 2 et de 1,5 quand d = 3, et le produit f pSc est ˆ moins de 
0,015 pr•s, voisin de 0,45 quand d = 2 et de 0,15 quand d = 3 ;     z est le nom-
bre de voisins dÕun site et f est le facteur de remplissage du rŽseau obtenu en 
inscrivant des sph•res de rayon Žgal ̂  la moitiŽ de la distance au plus proche 
voisin (f est le pourcentage du volume total, occupŽ par ces sph•res).



Fig. 3.2.1 Un exemple de gr•s de Fontainebleau reconstruit ˆ partir dÕŽchantillons fournis 
par C. Jacquin, montrant la structure des pores. (Image aimablement com-             
muniquŽe par P.M. Adler.)

Passons tout dÕabord en revue les phŽnom•nes physiques importants dans 
ces milieux poreux. Il sÕagit pour lÕessentiel de phŽnom•nes de transport. Sa-
voir comment un fluide sÕŽcoule ˆ travers le milieu concerne lÕŽcoulement mo-
nophasique dŽveloppŽ dans le ¤ 3.2.1, savoir comment un fluide injectŽ dans le 
milieu dŽplace celui qui imprŽgnait initialement les pores est un autre aspect 
fort important, tant du point de vue de la physique fondamentale que de celui, 
par exemple, de lÕextraction du pŽtrole dans certaines roches ; il est dŽcrit dans 
le ¤ 3.2.2.

3.2.1 Ecoulement monophasique
dans les milieux poreux mal connectŽs

On peut distinguer deux types essentiels de porositŽ. Dans le premier type, 
les vides sont pratiquement tous interconnectŽs, cÕest le cas des sols (poreux 
non consolidŽs) ou des gr•s (poreux consolidŽs). Le second type correspond 
aux roches non poreuses mais fissurŽes : il existe alors de nombreuses rŽgions 
connexes de fissures (Ç amas finis È) avec, quand le milieu est permŽable, un 
ou plusieurs amas sÕŽtendant dÕun bout ̂  lÕautre de la roche (qui peuvent •tre 
considŽrŽs ainsi comme prŽcurseurs de lÕamas infini dÕun rŽseau percolant).

Le premier type a dŽjˆ ŽtŽ considŽrablement ŽtudiŽ par les physiciens tra-



vaillant sur les milieux poreux : ils ont essentiellement utilisŽ des mŽthodes de 
champ moyen ou de milieu effectif destinŽ ̂ homogŽnŽiser le milieu dŽsordon-
nŽ du poreux. Diverses mŽthodes sont possibles (autocohŽrente, dŽcrite plus 
haut pour le calcul en champ moyen de P" (p), ou simple homogŽnŽisation), 
mais aucune nÕest en mesure dÕexpliquer le comportement au voisinage du 
seuil de percolation.

De m•me, aucune mŽthode classique nÕest ˆ m•me de dŽcrire le compor- te-
ment critique des roches fissurŽes au moment o• elles deviennent           per-
mŽables. M•me les mŽthodes autocohŽrentes, qui rendent compte du seuil de 
percolation ne donnent pas les valeurs correctes des exposants critiques (ainsi 
dans ces mod•les la permŽabilitŽ varie linŽairement avec la distance au seuil C Ð 
Ccr et µ = 1). Il sera donc nŽcessaire dÕutiliser les mŽthodes adaptŽes aux phŽ-
nom•nes critiques.

Si lÕon applique une diffŽrence de pression #P entre deux faces opposŽes 
dÕun milieu poreux de section A et de longueur L, un flux Q de fluide sÕŽtablit, 
donnŽ par la loi de Darcy,

Q= K A
µ

#P
L (3.2-2)

µ Žtant la viscositŽ du fluide. CÕest une loi du type loi dÕOhm.
La physique de lÕŽcoulement monophasique est alors liŽe ̂  la permŽabilitŽ 

du milieu, cÕest-ˆ-dire ˆ la gŽomŽtrie des amas connectŽs (pour plus de dŽtails 
consulter par exemple P.M. Adler dans Avnir, 1989). Dans les poreux o• la 
porositŽ est interconnectŽe, un calcul en champ moyen sÕav•re suffisant ; dans 
les roches non poreuses mais fissurŽes, une approche percolative est nŽcessaire 
au voisinage de la porositŽ critique. Nous allons par la suite concentrer notre 
attention sur les syst•mes o• deux fluides sont en prŽsence dans un poreux. Ce 
cas donne lieu ˆ une tr•s riche variŽtŽ de phŽnom•nes o• des structures fracta-
les sont tr•s souvent prŽsentes.

3.2.2 DŽplacement dÕun fluide par un autre

LorsquÕun fluide est dŽplacŽ par injection dÕun second fluide, les phŽ-   no-
m•nes observŽs sont naturellement tr•s diffŽrents selon les propriŽtŽs      relati-
ves de ces deux fluides.

Tout dÕabord ceux-ci peuvent •tre miscibles (comme lÕalcool et lÕeauÉ) ou 
non miscibles (comme lÕair et lÕhuile, le mercure et lÕeauÉ). De plus, dans 
lÕensemble [fluides non miscibles]-paroi, lÕun des fluides est mouillant (il a 
tendance ̂ avancer le long de la paroi), lÕautre Žtant non mouillant ; ainsi dans 
le couple eau-mercure, lÕeau est le fluide mouillant. La Ç mouillabilitŽ È est ca-
ractŽrisŽe par lÕangle "  que fait lÕinterface avec la paroi (fig. 3.2.2). Un fluide 
est parfaitement mouillant quand "  = 0.

Une caractŽristique importante de lÕinterface entre deux fluides est lÕexis-
tence dÕune tension interfaciale #, qui induit une diffŽrence de pression Pcap, de 
part et dÕautre de cette interface lorsque ces fluides sont en prŽsence dans    $



mouillant"non mouillant

 (1) (2)

(3)

(3)

Fig. 3.2.2 Interface ̂ lÕŽquilibre entre deux fluides (1&2) dans un canal du poreux (3). 
LÕangle "  dŽpend des trois couples de tension superficielle #12, #23 et #31. La        
courbure de lÕinterface induit une diffŽrence de pression entre les deux fluides.

un canal de rayon r. Cette diffŽrence de pression, appelŽe pression capillaire, a 
comme expression,

 Pcap = 2 # cos "  / r (3.2-3)

Les dŽplacements dÕun fluide par un autre sont rŽgis par une loi de Poi-
seuille (dont la structure est analogue ˆ la loi de Darcy) : le flux volumique Qs 
dans un canal de longueur a et de rayon r joignant deux pores i et j o• r•gne les 
pressions Pi  et Pj   sÕŽcrit ainsi,

Qs = 
% r4

8 a µ
 (Pi  Ð Pj  Ð Pcap ) (3.2-4)

Dans cette expression, µ est une viscositŽ effective obtenue par pondŽration 
des viscositŽs µ1 et µ2.$

"P P
i j

a

µ µ1 2

r

¥

Fig. 3.2.3 ReprŽsentation schŽmatique du canal joignant deux pores i et j dÕun mi-                      
lieu poreux, dans une expŽrience dÕinjection.

Si (Pi  Ð Pj) > Pcap, le fluide non mouillant dŽplace le fluide mouillant ;
si (Pi  Ð Pj) < Pcap, cÕest lÕinverse. DÕautre part, lÕinjection peut •tre tr•s lente et 
dans ce cas les forces capillaires (tension de surfaceÉ) dominent ; ou tr•s ra-
pide et les forces de viscositŽ dominent.

Il y a essentiellement trois param•tres contr™lant les expŽriences dÕinjection 
quasi statiques (o• les forces capillaires sont dominantes) :

i) les conditions extŽrieures imposŽes, comme pression ou dŽbit constant,
ii) lÕincompressibilitŽ du fluide en place (probl•mes de piŽgeages),
iii) le sens du dŽplacement, cÕest-ˆ-dire :     $



Fig. 3.2.4 Exemple de percolation dans les poreux : la porosimŽtrie par injection                    
de mercure.

_ le drainage, correspondant au dŽplacement du fluide mouillant par le fluide 
non mouillant, ou _ lÕimbibition, qui est le processus inverse.

Nous parlerons peu de lÕimbibition dans ce livre parce quÕelle est un peu 
plus complexe par la prŽsence de phŽnom•nes dÕhystŽrŽsis (voir la figure 
3.2.8) et quÕelle nÕapporte pas de grandes nouveautŽ sur les aspects qui nous 
intŽressent ici, lÕapparition de structures fractales. Nous indiquerons sim- ple-
ment que lÕon peut en gros considŽrer que lÕimbibition correspond ̂ une per-
colation de sites et non plus de lien comme dans le drainage, et que le proces-
sus dÕimbibition est dominŽ par des effets dus ̂  lÕexistence dÕun film mince 
(liquide mouillant) agissant en prŽcurseur en avant du front principal.

3.2.3 Le drainage quasi statique

LÕinjection de mercure sous vide ̂  pression constante est une mŽthode tr•s 
classique destinŽe ˆ mesurer la porositŽ et la taille des pores dans une roche.   $

2 r!

Fig. 3.2.5 LÕinjection dÕun fluide non mouillant, contrecarrŽe par lÕexistence de passages 
Žtroits dont la plus grande dimension 2r, nŽcessite un accroissement de              pression 
Pcap inversement proportionnel ˆ r dans le fluide injectŽ.

Un Žchantillon de roche dŽbarrassŽ de lÕeau interstitielle est placŽ sous vide et 
plongŽ dans un bain de mercure : la quantitŽ de mercure injectŽ est mesurŽe en 



fonction de la pression dÕinjection.
Le mercure ne mouille pas la roche, de sorte quÕil ne peut franchir un pas-

sage entre pores que si le rayon r du passage est assez grand pour que la pres-
sion capillaire (fig. 3.2.5), Pcap, soit Žgale ̂ la pression dÕinjection Pinj (# est la 
tension superficielle du mercure et "  lÕangle de raccordement du   mŽnisque ; "  
= 40¡ pour Hg).

A une pression P donnŽe, le mercure ne pŽn•tre quÕau travers de canaux 
(liens dans le mod•le) dont le diam•tre est supŽrieur ̂ 2# cos" /P ; lÕinjection 
du fluide est ainsi comme nous allons le voir tout ̂ fait analogue ˆ la recherche 
dÕun amas de percolation connectŽ ˆ la face dÕentrŽe du fluide.

Le probl•me de percolation associŽ est le suivant : les liens tels que Pcap < 
Pinj seront considŽrŽs comme fermŽs (pouvant •tre occupŽs), les autres Žtant 
ouverts (ne pouvant •tre occupŽs). On construit ensuite lÕensemble des amas 
formŽs par les liens Ç pouvant •tre occupŽs È, mais seuls les amas en contact 
avec la face dÕentrŽe dÕinjection (au bas de la figure 3.2.6) se rempliront de 
fluide. Supposons que lÕon reprŽsente le rŽseau de canaux par un simple rŽ-
seau carrŽ et que sur chaque lien on indique le rayon capillaire (rayon du pas-
sage le plus Žtroit entre deux pores) nŽcessaire pour passer dÕun pore ̂  lÕautre 
(on consid•re pour simplifier un rayon rŽduit 0 < r < 1). Suivant la rŽpartition 
des rayons des canaux une proportion p plus ou moins grande de canaux se-
ront Ç occupables È : pour p = pc = 1/2 (pour le rŽseau carrŽ de liens) on atteint 
le seuil de percolation. Cette proportion pc est associŽe ˆ une pression critique 
Pc telle que pour P = Pinj > Pc le fluide traverse tout le milieu poreux.

On vŽrifie expŽrimentalement et numŽriquement que la transition au seuil est 
dÕautant plus abrupte que la dimension de lÕŽchantillon est grande. En effet, 
pour une portion dÕŽchantillon dÕŽpaisseur L, tous les amas dont la taille sera 
supŽrieure ˆ L permettront la percolation qui peut alors appara”tre pour P < Pc. 
De m•me, on peut rencontrer au-dessus de Pc des amas de liens infranchissa-
bles (amas vides) de taille supŽrieure ˆ L ce qui impose dÕaugmenter P au delˆ 
de Pc pour percoler. Statistiquement, ceci se traduit par une fluctuation du seuil 
apparent en LÐ 1/$, (voir par exemple lÕŽquation 3.1-17).

LÕinjection de mercure ˆ dŽbit constant
On sÕarrange pour que le dŽbit soit suffisamment faible, afin que la pression 

du mercure injectŽ soit la m•me en chaque point ; mais contrairement au cas 
prŽcŽdent, la pression nÕest pas imposŽe.

Partons dÕune situation du syst•me ˆ un instant donnŽ. Le dŽbit Žtant  cons- 
tant tous les mŽnisques voient leur courbure augmenter, la pression cro”t, jus-
quÕau moment o• lÕon franchit le col le plus ouvert de lÕensemble de ces mŽ-
nisques, ce qui fixe momentanŽment la pression de tous les mŽnisques ˆ la va-
leur de la pression capillaire de ce col. Le fluide envahit alors le pore corres-
pondant, la pression dŽcro”t alors un peu ; il y a retrait des autres mŽnisques 
dans les cols voisins (ce mŽcanisme de fluctuation de pression est parfois ap-
pelŽ Ç saut de Haines È). Dans ce processus dÕinjection quasi     statique les 



pressions sÕŽquilibrent, et donc ̂  chaque instant les courbures des mŽnisques 
sont Žgales.
    $

0,410,080,050,310,420,670,340,570,400,960,19

0,490,830,150,650,280,870,940,310,500,280,98

0,97 0,14 0,13 0,30 0,81 0,94 0,06 0,01 0,56 0,77 0,49

0,480,210,540,530,900,230,790,610,94 0,34 0,52

0,14 0,57 0,75 0,09 0,43 0,85 0,55 0,05 0,550,590,40

0,50 0,25 0,20 0,51 0,13 0,15 0,02 0,78 0,22 0,31 0,30

0,28 0,36 0,11 0,26 0,92 0,56 0,34 0,52 0,44 0,51 0,450,01

0,42 0,61 0,53 0,03 0,32 0,06 0,26 0,97 0,57 0,42 0,390,71

0,17 0,09 0,26 0,91 0,02 0,08 0,90 0,77 0,09 0,69 0,220,31

0,40 0,11 0,08 0,76 0,70 0,90 0,65 0,35 0,32 0,85 0,630,25

0,30 0,07 0,38 0,80 0,71 0,78 0,18 0,03 0,53 0,78 0,640,17

0,53 0,07 0,92 0,48 0,06 0,31 0,95 0,31 0,63 0,07 0,480,43

0,43 0,76 0,27 0,79 0,35 0,76 0,46 0,95 0,12 0,51 0,970,65

 p = 0,55

Fig. 3.2.6 La pression est ici suffisante pour que tous les canaux (liens) de rayon r > ro = 
0,45 soient envahis par le fluide. Si la distribution des r est supposŽe    uniforme sur 
[0,1] une proportion p = 0,55 de liens (en grisŽ) est potentiellement Ç actives È. Une par-
tie des liens (noirs), en contact avec la source, sont dŽjˆ envahis.

Le fluide passant par le col le plus large, la simulation numŽrique (figure 
3.2.6) consiste ̂ se donner un rŽseau de cols, que lÕon peut choisir avec une 
connexion au hasard proche du milieu rŽel, mais que lÕon peut tout aussi bien 
choisir comme un rŽseau carrŽ (d = 2) ou cubique simple (d = 3) puisquÕon 
sÕattend ˆ des comportements universels. On numŽrote ensuite au hasard les 
cols par rayon dŽcroissant, on choisit apr•s chaque franchissement dÕun col ; 
celui qui correspond au numŽro le plus faible (le rayon le plus grand). La pres-
sion nÕest pas fixe, de sorte quÕil nÕexiste jamais a priori de liaisons     dŽfini-
tivement actives ou interdites : on appelle ce mŽcanisme percolation dÕinvasion.  
$
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1 1

(a) (b)

Fig. 3.2.7 Drainage : Injection par la face infŽrieure dÕun fluide non mouillant (en noir) 
dŽpla•ant un fluide mouillant (en blanc) dans les canaux (1), ou sur les parois (2). Les ca-
naux ont dans le mod•le expŽrimental une section moyenne de lÕordre du             
m m2 et une longueur de 4mm.$

2 2

1 1

(a) (b)

Fig. 3.2.8 Imbibition : Le fluide noir non mouillant est ici dŽplacŽ par le fluide blanc 
mouillant injectŽ par le haut. Des portions de fluide peuvent rester piŽgŽes (1) rendant le 
processus drainage-imbibition non rŽversible ; par contre le canal (2) est envahi par le 
fluide mouillant (se reporter  ̂ Lenormand et al., 1983 pour plus de           
dŽtails).

Remarque : lorsque le fluide dŽplacŽ est incompressible, il peut se former 
des rŽgions o• il est piŽgŽ, contrairement ̂ la figure 3.2.7, o• le canal (2) se 
remplit. Cet effet est nŽgligeable en dimension 3, mais pas en dimension 2 o•, 
sÕil existe, il est dominant. Les calculs numŽriques ont montrŽ que la dimen-
sion fractale de lÕamas envahi est voisine de 1,82 au lieu de 1,89 pour lÕamas 
percolant sans piŽgeage.

Une confrontation prŽcise entre lÕapproche numŽrique et lÕexpŽrience a ŽtŽ 
effectuŽe par R. Lenormand et ses collaborateurs (1988). Cette Žtude concerne 



le drainage dans diverses conditions, ˆ savoir le drainage quasi statique    $

Fig. 3.2.9 Simulation numŽrique dÕune percolation dÕinvasion suivant la mŽthode prŽcŽ-
demment dŽcrite sur la figure 3.2.6. Sa dimension fractale est celle de lÕamas            infi-
ni de la percolation (D = 91/48 en d = 2)  (dÕapr•s Feder, 1988).

    $

Fig. 3.2.10 Simulation numŽrique dÕune percolation dÕinvasion avec piŽgeage (cas dÕun 
fluide incompressible et ne pouvant •tre ŽvacuŽ pendant lÕinjection). Les zones   piŽgŽes 
sont dominantes, et la dimension fractale rŽduite ˆ D % 1,82 (Feder, 1988).

conduisant ̂ la digitation capillaire, le drainage rapide conduisant soit ˆ la   di-
gitation visqueuse soit ̂  un dŽplacement stable. Il existe deux param•tres im-



portants qui contr™lent ces diffŽrents rŽgimes, qui sont le nombre capillaire  Ca 
dŽfini par (le fluide 1 est le fluide injectŽ)

 Ca = 
Q µ1

A # cos "
 (3.2-5)

et qui est le rapport entre les forces visqueuses et les forces capillaires, et le 
rapport des viscositŽs des fluides en prŽsence,

  M = 
µ1

µ2
  (3.2-6)

Lenormand et al. (1983,1988) ont ŽtudiŽ le dŽplacement des fluide dans des 
mod•les bidimensionnels en rŽsine transparente. Le rŽseau de canaux est placŽ 
horizontalement de mani•re ̂  Žliminer les effets de la pesanteur. Les canaux 
ont une section rectangulaire (1mm& y mm) dont la plus petite dimension (y) 
est alŽatoirement variable selon un schŽma proche des figures 3.2.7&8, et ils 
forment un rŽseau carrŽ dont la maille est de 4 mm. Sur la base de leurs obser-
vations expŽrimentales, associŽes ˆ des simulations numŽriques, ces auteurs ont 
proposŽ un diagramme de phases permettant de classer les divers rŽ-   $
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Fig. 3.2.11 Diagramme de phase du drainage dÕun fluide non mouillant dans un milieu 
poreux. On distingue trois rŽgimes appartenant ˆ trois classes dÕuniversalitŽ distinctes. La 
digitation capillaire, dŽcrite dans cette section est liŽe au mod•le de la percolation. La di-
gitation visqueuse est modŽlisŽe par ce que lÕon nomme lÕAgrŽgation LimitŽe par Diffu-
sion (en anglais DLA). Enfin le dŽplacement stable, qui nÕengendre pas de structure frac-
tale est modŽlisŽ par lÕanti-DLA (dÕapr•s                                      Lenormand et al., 
1988).

gimes dynamiques du drainage en fonction des deux param•tres Ca et M. Ce 
diagramme de phases est reprŽsentŽ sur la figure 3.2.11. Le rŽgime de digita-



tion capillaire que nous dŽtaillons dans ce paragraphe, correspond au faibles 
valeurs de Ca cÕest-ˆ-dire une injection assez lente pour •tre considŽrŽe comme 
une succession dÕŽquilibres, ce qui nÕest possible que pour les grandes valeurs 
de M, quand les forces visqueuses du fluide injectŽ dominent. Ce rŽgime est 
modŽlisŽ par la percolation dÕinvasion dŽcrite ci-dessus.
           $
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Fig. 3.2.12 Nombre de canaux remplis par de lÕair drainant de lÕhuile de paraffine, dans un 
carrŽ de taille L & L, pour diverses valeurs du nombre capillaire. Les pentes 1,80 et 1,83 
sont celles obtenues par la mŽthode des moindre carrŽs (Lenormand et           
Zarcone, 1985).

Les mesures de la dimension fractale dans les expŽriences de drainage faites 
en 1985 par Lenormand et Zarcone (fig. 3.2.12) dans ces rŽseaux mod•les bi-
dimensionnels pour plusieurs valeurs du nombre capillaire Ca, sont en accord 
avec la valeur numŽrique D = 1,82 obtenue dans le cas du piŽgeage (sauf pour 
la valeur Ca = 1,5 10Ð6 o• la mŽthode utilisŽe pour la dŽtermination de D 
sÕav•re impropre).

Les deux autres rŽgimes (fig. 3.2.11, rŽgimes a&b) ne sont plus quasi stati-
ques, des corrŽlations dynamiques existent entre des points ŽloignŽs des flui-
des. Les mod•les sont alors bien diffŽrents et seront examinŽs dans la section 
4.2 sur lÕagrŽgation dont le mode de croissance poss•de, comme nous le ver-
rons, dÕŽtroites analogies avec la digitation visqueuse (le dŽplacement stable (a) 
fait Žgalement intervenir des corrŽlations longue portŽe mais nÕengendre pas de 
structures fractales).



La figure 3.2.13 prŽsente deux clichŽs obtenus apr•s invasion de mercure 
dans le poreux bidimensionnel mod•le. Le logarithme du rapport M des visco-
sitŽs du mercure et de lÕair est 1,9. LÕinjection est faite avec un dŽbit contr™lŽ 
pour que log Ca = Ð 5,9 (a) et log Ca = Ð 8,1 (b). On est donc bien dans la rŽ-
gion de digitation capillaire. Les structures sont ̂  comparer ̂ celles de la per-
colation dÕinvasion (figure 3.2.10).
      $

Fig. 3.2.13 Mercure (en noir) dŽpla•ant de lÕair (log M = 1,9). LÕinjection est plus lente 
en (b) : log Ca = Ð 8,1 quÕen (a) : log Ca = Ð 5,9, mais la diffŽrence nÕest pas dŽtermi-
nante, (a) et (b) sont dans la rŽgion de digitation capillaire (Lenormand et al.                
(1988)).

3.3 Fronts de diffusion et fronts dÕinvasion

On consid•re habituellement lÕinterface obtenue lorsque lÕon fabrique un 
contact Žlectrique entre deux mŽtaux comme une surface rŽguli•re. Il nÕen est 
rien. Une interface crŽŽe par diffusion est en gŽnŽral extr•mement irrŽguli•re. 
Sa surface augmente indŽfiniment quand la durŽe de diffusion augmente, ainsi 
que son Žpaisseur ; sa structure, enfin, est fractale dans un certain domaine spa-
tial. 

Pour modŽliser un front de diffusion, on considŽrera le syst•me le plus sim-
ple, constituŽ dÕun rŽseau de sites et de particules diffusantes sautant de site en 
site. Ces derni•res diffusent avec une probabilitŽ qui peut •tre la m•me pour 
toutes les particules (cas sans interaction) ou dŽpendre des particules voisines 
(cas avec interaction qui peut •tre soit attractive soit rŽpulsive). Dans tous les 
cas (m•me le cas appelŽ sans interaction), on consid•re que les particules sont, 
ˆ courte distance, des sph•res dures de sorte quÕil ne peut y avoir deux particu-
les sur le m•me site. On dit quÕelles poss•dent un Ç cÏur dur È.
    



3.3.1 Fronts de diffusion de particules sans interaction

Ce cas est par exemple celui des gaz rares, adsorbŽs sur une face bien pro-
pre dÕun cristal : la surface cristalline crŽe un potentiel pŽriodique avec des si-
tes prŽfŽrentiels o• les atomes de gaz rare se localisent. On peut montrer que 
dans ce mod•le de Ç gaz sur rŽseau È, malgrŽ la corrŽlation entre particules is-
sues du Ç cÏur dur È, lÕŽquation dÕŽvolution de la densitŽ de particules est une 
simple Žquation de diffusion avec, dans les cas les plus simples, un coefficient 
de diffusion  D = c z !  a2, o• a est le pas du rŽseau, z le nombre de sites voi-
sins et !  la probabilitŽ de saut par unitŽ de temps.

LÕexistence dÕun Ç cÏur dur È a bien sžr une influence sur lÕŽvolution des 
particules qui, ˆ cause de lÕexclusion de la double occupation dÕun site, ne peut 
•tre identique ˆ celle dÕun syst•me de particules indŽpendantes. Cet effet appa-
ra”t dans les corrŽlations dÕordre deux et plus. Cependant on peut montrer que 
cette corrŽlation tend vers zŽro quand le temps de diffusion tend vers lÕinfini, 
de sorte que lÕon considŽrera comme une bonne approximation le mod•le o• 
les particules sont non corrŽlŽes.4

Une distribution de particules diffusŽes ̂ un instant donnŽ peut alors •tre 
obtenue de la mani•re suivante : on rŽsout lÕŽquation de diffusion avec les 
conditions aux limites imposŽes par le probl•me. Puis on distribue les particu-
les sur le rŽseau avec une probabilitŽ sur chaque site Žgale ˆ la concen-   tration 
ainsi calculŽe (hypoth•se de dŽcorrŽlation). Dans une rŽgion de concentration 
fixŽe p les particules distribuŽes au hasard peuvent •tre ensuite        

Fig. 3.3.1 Diffusion de particules sur un rŽseau triangulaire. La figure du haut reprŽ-
sente lÕŽtat initial : la premi•re couche est occupŽe et le reste au cours de lÕŽvolution. 
Dans la figure du bas, des particules ont diffusŽ (le dessin du rŽseau a ŽtŽ supprimŽ).       
On a reprŽsentŽ un amas de trois particules connectŽes entre premiers voisins.

4 Ce nÕest pas toujours le cas : si on ajoute un tr•s grand champ favorisant les sauts dans 
une direction, une sŽgrŽgation appara”t dans la distribution spatiale des particules.



groupŽes en amas dont les propriŽtŽs statistiques sont dŽterminŽes par la thŽo-
rie de la percolation (¤ 3.1.1). Dans le cas prŽsent, ̂ un instant donnŽ, cette 
concentration p varie avec la position.

On appelle ce mod•le, un mod•le de percolation en gradient : tous les      
ingrŽdients de la percolation sont prŽsents (les occupations de sites Žtant    non 
corrŽlŽes) mais la concentration de lÕŽchantillon nÕest, par contre, pas  homo-
g•ne. Une propriŽtŽ physique dŽfinissant une connexion entre particules 
(comme par exemple un contact Žlectrique, un saut dÕŽlectrons entre atomes 
dont les orbitales externes se recouvrent, un couplage entre les spins nuclŽaires 
des atomes diffusantsÉ) permet de dŽfinir des amas connectŽs.

ConsidŽrons donc une propriŽtŽ physique comme la conduction Žlectrique 
en supposant par exemple que lÕon a fait diffuser (suivant une direction x) des 
particules mŽtalliques dans un milieu isolant (voir la figure 3.3.2). La face 
(source) o• est introduit le mŽtal diffusant Žtant ˆ un certain potentiel Vo, il en 
est de m•me de toutes les particules en contact entre elles et avec la source. La 
surface externe de lÕensemble des particules au potentiel Vo  est prŽcisŽment 
appelŽe le front de diffusion. Au-delˆ, la concentration est trop faible, et il 
nÕexiste plus que des amas de particules connectŽes entre elles mais non avec 
la source.

On sÕattend ˆ ce que ces amas finis soient distribuŽs comme les amas finis 
de la percolation usuelle, dans chaque rŽgion de concentration p de la distribu-
tion, ˆ la condition bien sžr que la concentration ne varie pas trop dÕune extrŽ-
mitŽ ˆ lÕautre dÕun amas.

De m•me, la partie connectŽe ˆ la source est assimilable ˆ Ç lÕamas infini È 
de la percolation usuelle ou plus exactement ̂ une juxtaposition Ç dÕamas    
infinis È, correspondant ˆ chaque concentration locale.

Le cas bidimensionnel d = 2
i) Seuil de percolation
On constate que dans le cas bidimensionnel, le front de diffusion reste loca-

lisŽ dans une rŽgion de concentration tr•s voisine de pc, seuil de percolation 
associŽ au rŽseau et ˆ la connexion considŽrŽs.

On comprend intuitivement quÕil en est ainsi puisque le front de diffusion 
constitue un chemin qui permet dÕaller dÕune extrŽmitŽ ̂ lÕautre de lÕŽchan-
tillon, et que d•s que lÕon diminue la concentration, ce chemin nÕexiste plus. 
Le seuil pc se situe pratiquement au barycentre xf de la distribution de la densi-
tŽ de fronti•re. Il a ŽtŽ montrŽ que la construction du front de diffusion   per-
mettait de calculer pc en d = 2, avec une prŽcision qui en fait la meilleure mŽ-
thode numŽrique actuelle pour sa dŽtermination, quand aucun rŽsultat exact 
nÕest connu (voir par exemple le calcul de Ziff & Sapoval, 1986).

ii) Epaisseur du front.
Lorsque lÕon crŽe un contact ou quÕune interface est engendrŽe, il est im-

portant de savoir comment varie son Žpaisseur en fonction des divers param•-



tres du probl•me. Le param•tre est ici le temps t, ou la longueur de diffusion lD 
= ! (2D t), ou encore le gradient de concentration " p dans la rŽgion du front 
(qui varie comme lÕinverse de lD ).
   "
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Fig. 3.3.2 Diffusion dans des rŽseaux de dimension d = 2 ((a) et (c)) et d = 3 ((b) et 
(d)). Sur les figures  (c) et (d), p(x,t) dŽsigne le profil de concentration obtenu avec la 
condition p(x = 0) $ 1 quel que soit t; les rŽgions hachurŽes ou grisŽes dŽsignent le 
front de diffusion, la partie hachurŽe, dÕŽpaisseur #f t Žtant la rŽgion critique (lˆ o•                     
les fluctuations sont importantes). Elle est centrŽe ˆ pc.

On montre que lÕŽpaisseur du front #ft varie comme une loi de puissance de 
" p = dp/dx :

 # ft % |" p|
 Ð ! # (3.3-1)

avec ! # = & / (1+&), o• & est lÕexposant critique de la longueur de corrŽlation 
de la percolation, & = 4/3 quand d = 2.



Fig. 3.3.3 Diffusion de particules sans interactions. La diffusion a ŽtŽ effectuŽe avec 
les conditions initiales et de bords de la figure 3.3.2 (a), les particules Žtant indiquŽes 
ici par de petits carrŽs. Seule la rŽgion de concentration 0,6 !  p !  0,4 a ŽtŽ reprŽsen-
tŽe. La connexion choisie est entre premiers voisins : ceci permet de dŽfinir les amas, 
dont lÕamas Ç infini È connectŽ ˆ la source. Le front de diffusion, fronti•re extŽrieure 
de cet amas est reprŽsentŽe en noir. Son Žpaisseur est #f t sa longueur Nf t                    
et sa dimension fractale Df = 7/4.



Pour dŽmontrer la relation (3.3-1), on Žcrit que le rayon moyen des amas '   ˆ 
une distance #ft du barycentre xf de la fronti•re5  (voir fig. 3.3.2) est Žgal ou 
proportionnel ˆ #ft. En effet, plus pr•s de xf les amas sont trop grands car leur 
diam•tre moyen '  diverge ̂ pc et ils sont donc alors presque toujours connec-
tŽs au front ; plus loin de xf ils deviennent trop petits pour pouvoir se connec-
ter et restent des amas finis, de sorte que la rŽgion o• les amas sont en partie 
connectŽs et en partie dŽconnectŽs est dŽfinie par,

# ft ( ' (p(xf + # ft )).
En utilisant (3.1-13) et en dŽveloppant la relation ci-dessus au voisinage de 

xf on est conduit ˆ (3.3-1).

iii) Dimension fractale
Dans un domaine limitŽ ˆ lÕŽpaisseur du front, celui-ci est fractal et de di-

mension 

 Df  = 1 + &
&

  = 7
4

      (d = 2) (3.3-2)

La valeur 7/4 a ŽtŽ confirmŽe ˆ la fois par des simulations numŽriques et par 
des considŽrations de mod•les de croissance et des approches thŽoriques sur 
les marches sans recouvrement.

iv) Longueur du front
La longueur du front Nft (nombre de particules ̂ lÕinterface) varie Žgale-

ment comme une loi de puissance de " p.

 Nft  % )" p)
Ð ! N  (3.3-3)

avec     ! N   = &
1 + &

  ( Df"Ð"d + 1).
La dŽmonstration de ce rŽsultat utilise les points ii) et iii) et la relation entre 

masse et rayon : considŽrons en effet le nombre de points du front dans une 
boule de rayon r,

- Si r < #ft  le front est fractal :

N ft (r) %r
D f

- Si r > #ft  alors on ne voit plus les dŽtails fractals, le front appara”t comme 
une surface rŽguli•re euclidienne de dimension d Ð 1 (une ligne dans le cas 
prŽsent o• d = 2)  et 

Nft (r) % A  (r/#ft)d Ð 1

o• A est le nombre de particules #ftD dans un rayon de lÕordre de lÕŽpaisseur 
du front.

5 Ou de xc, lÕabcisse du seuil pc, car xf tend suffisamment vite vers xc : p(xf) *  pc.



Il faut noter que bien que le front prŽsente un changement de dimension suivant 
que lÕon observe les courtes ou les longues distances comme dans le cas des structures 
auto-affines, il nÕest pas auto-affine mais autosimilaire, tronquŽ par lÕeffet du gradient, 
et assimilable ˆ un pavage de dimension d Ð 1 de pavŽs fractals de c™tŽ #ft.

- Le nombre de sites du front pour un Žchantillon de largeur L (L >> #ft) est 
donc :

Nft = A (L/#ft)
d Ð 1

 + Ld Ð1 (#ft )Df"Ð d + 1 
ce qui conduit ˆ lÕŽquation (3.3-3).

v) GŽnŽration de bruit en 1/f !

Lors de la diffusion, le front est extr•mement erratique et m•me lorsque le 
syst•me est quasiment Ç gelŽ È (il nÕy a plus de diffusion observable), les fluc-
tuations dÕinterfaces restent importantes et pourraient •tre une des sources 
possibles de bruit de contact entre mŽtaux ou semiconducteurs. Le comporte-
ment du bruit a ŽtŽ ŽtudiŽ numŽriquement en deux dimensions et thŽorique-
ment en deux et trois dimensions (Sapoval et al., 1989, Gouyet & Boughaleb, 
1989). Le bruit est blanc pour les frŽquences infŽrieures ̂ une frŽquence de 
coupure fc et en 1/f2 pour les frŽquences supŽrieures. fc suit Žgalement une loi 
en puissance du gradient de concentration :

fc % |" p| ,  1/(1 + &). (3.3-4)

En fait, les fronts de diffusion appartiennent ̂ la classe tr•s gŽnŽrale de la 
criticalitŽ Ç auto-organisŽe È (Per Bak et al., 1988), cÕest-ˆ-dire que la structure 
du front sÕorganise dÕelle-m•me en une structure critique de part et dÕautre du 
seuil pc. On sait que ces structures critiques Ç auto-organisŽes È engendrent 
souvent, lorsquÕelles fluctuent avec le temps, des bruits en 1/f ! .

Le cas tridimensionnel d = 3
Le principe reste le m•me. Cependant, la structure du front est maintenant 

fondamentalement diffŽrente. Ceci tient au fait quÕen dimension 3, lÕexistence 
dÕun chemin de percolation ne constitue plus une barri•re ̂ lÕacc•s6  de parti-
cules plus internes (cÕest-ˆ-dire pour p >> pc) puisquÕon peut contourner ce 
chemin quand d = 3 ; on trouve ainsi des particules sur la surface externe ˆ des 
concentrations supŽrieures ˆ pc. Ceci a pour consŽquence que le front nÕest 
maintenant plus localisŽ ̂ pc. Il sÕŽtend sur une plage de concentration allant 
de pc (percolation du rŽseau de sites occupŽs) ˆ une concentration pmax = 1 Ð 
pÕc o• on montre que pÕc est le seuil de percolation du rŽseau des sites vides ; 
le couple des rŽseaux des sites occupŽs et des sites vides est dit constituer une 
paire Ç adaptŽe È. Pour un rŽseau cubique simple par exemple, pc (  0,312 et 
pÕc  (  0,1, de sorte que lÕinterface sÕŽtend sur une plage de concentration allant 
de 0,312 ˆ 0,9.

6 Alors quÕen dimension 2, les particules situŽes sur la surface extŽrieure (ou front), sont 
toutes placŽes nŽcessairement dÕun m•me c™tŽ de tout chemin percolant, cÕest-ˆ-dire un  che-
min de particules en contact joignant deux faces opposŽes de lÕŽchantillon.



La dŽfinition gŽnŽrale dÕune paire adaptŽe (matching pairs) est un peu dŽlicate. 
Pour le rŽseau de sites carrŽ les rŽseaux avec connexion premiers voisins et avec con-
nexion premiers et seconds voisins forment une Ç paire adaptŽe È. Pour le rŽseau de 
sites triangulaire, le rŽseau avec connexion premiers voisins est Ç auto-adaptŽ È (ce 
qui entra”ne que pc = 1/2). Les rŽseaux adaptŽs dans le cas cubique simple sont lÕun 
avec premiers voisins et lÕautre avec premiers, seconds et troisi•mes voisins 
(consulter Essam, 1980 pour plus de dŽtails).

i) RŽgion critique
Dans le voisinage de pc (0,312 pour le rŽseau cubique simple), la structure 

du front reste celle dÕune structure critique. En particulier, aux concentrations 
plus faibles que pc (queue du front), celui-ci poss•de une Žpaisseur :

# ft %)" p)
Ð ! #

avec ! # = &
1+&

, o• &( 0,88.

et met en jeu un nombre de particules :

N ft %)" p)
Ð ! N

avec ! N = &
1+&

(Df Ðd + 1)

suivant les m•mes lois de puissances que dans le cas d = 2 (m•mes dŽmons-
trations que pour (3.3-1&3)), mais avec une valeur diffŽrente de &. La rŽgion 
critique (fig. 3.3.2) est fractale et a comme dimension : Df (  2,52 ± 0,02.

ii) Poreux idŽal
Presque toutes les particules de lÕamas infini appartiennent au front dans 

une large plage de concentration. Ceci explique que lÕon trouve la m•me valeur 
pour la dimension fractale du front et pour celle de lÕamas infini de percolation 
: D = Df (  2,52. Ainsi ˆ  p (  0,75  il nÕy a que 10 Ð 4 particules de lÕamas infini 
qui nÕappartiennent pas au front, et cette proportion dŽcro”t encore considŽra-
blement lorsque p diminue (elle tombe ˆ zŽro dans la rŽgion critique) : le front 
dans la rŽgion intermŽdiaire est donc homog•ne et de dimension Df = d = 3. Il 
constitue en quelque sorte le poreux dŽsordonnŽ idŽal, puisque que toute sa 
masse (M + L3) est sur sa surface ; celle-ci est bien sžr assez particuli•re, Žtant 
de dimension 3, mais ceci ne nous Žtonnera pas car nous connaissons dŽjˆ des 
courbes comme celle de Peano qui ont la dimension dÕune surface (¤1.4.1) et 
que lÕon pourrait donc considŽrer comme un poreux dŽterministe bidimen-
sionnel idŽal.

3.3.2 Le cas avec interaction attractive

En prŽsence dÕune interaction entre les particules, le comportement peut 
profondŽment changer. En effet, une transition de phase peut appara”tre au-
dessous dÕune certaine tempŽrature critique Tc. Cette transition est du type 
liquide-gaz dans le cas dÕinteraction attractive, et du type ordre-dŽsordre dans 
le cas rŽpulsif que nous nÕexaminerons pas ici. On peut retenir les comporte-
ments suivant : 

A haute tempŽrature (T > Tc), la structure du front reste semblable ̂ celle 



du cas sans interaction. CÕest-ˆ-dire que les lois dÕŽchelle donnant lÕŽpaisseur 
du front ou sa surface ainsi que sa dimension fractale sont prŽservŽes. Seules 
changent les structures ˆ courtes distances ˆ cause des corrŽlations entre parti-
cules provenant de lÕexistence dÕune interaction.

A basse tempŽrature (T < Tc), la structure stable du front nÕest plus fractale 
car une interface, dÕŽpaisseur fixŽe seulement par la tempŽrature, sÕŽtablit entre 
phase liquide et phase gazeuse. Sur la figure (3.3.3) on a reprŽsentŽ une distri-
bution diffusŽe ̂ trois tempŽratures. - E est le param•tre pertinent, avec -  = 
1/kT, et E lÕŽnergie dÕinteraction (attractive ici, donc nŽgative) entre premiers 
voisins. La transition appara”t ˆ - E = Ð 1,76.
       

Fig. 3.3.3 Diffusion de particules en interaction pour trois tempŽratures diffŽrentes : 
respectivement de gauche ˆ droite - E = 0 (pas dÕinteraction), - E = Ð 1 (haute tempŽra-
ture) et - E = Ð 2 (basse tempŽrature). Le front nÕest fractal que pour - E "  - Ec = Ð 
1,76É Au-dessous de la tempŽrature critique, le front poss•de une Žpaisseur finie  ̂
lÕŽquilibre thermodynamique entre la phase condensŽe et sa vapeur           
(Sapoval et al., dans Avnir, 1989, p. 237).

Un cas cependant tr•s intŽressant, car tr•s frŽquent, est le cas dÕune   trempe 
interrompant un processus de diffusion. En effet, avant la trempe, la diffusion 
se fait dans la rŽgion haute tempŽrature et le front est dŽfini par un mod•le de 
percolation en gradient. D•s la trempe, un processus de nuclŽation se dŽve-
loppe (par dŽcomposition spinodale). Les gouttelettes de liquide croissent avec 
le temps, jusquÕˆ ce que leur taille soit de lÕordre de celle du rŽcipient (la sŽpa-
ration de phase est alors achevŽe). Dans les rŽgions de plus grande concentra-
tion, ces gouttelettes forment des amas, et on vŽrifie alors que le mod•le reste 
un mod•le de percolation en gradient, dans lequel on a seulement modifiŽ 
(renormalisŽ) lÕŽchelle des longueurs : la taille moyenne des gouttelettes ou de 
mani•re Žquivalente leur distance moyenne, remplace la distance intersite du 
rŽseau (ou la taille des particules pour la diffusion hors rŽseau). Une structure 
ainsi obtenue par trempe ̂ partir dÕun Žtat stationnaire ˆ haute tempŽrature (le 



profil variant linŽairement de la concentration 1 ˆ la concentration 0), est mon-
trŽe sur la figure 3.3.4 (on ne prŽsente que la plage de concentration comprise 
entre 0,4 et 0,6). La simulation est faite en utilisant une mŽthode de Monte-
Carlo et une dynamique dite de Kawasaki.7

Fig. 3.3.4 Simulation numŽrique dÕune diffusion de particules attractives ˆ haute tem-
pŽrature, suivie dÕune trempe. Des gouttelettes se sont dŽveloppŽes, certaines se sont 
connectŽes et forment des amas (en gris). LÕinterface est reprŽsentŽe par la ligne 
pleine. Elle a une dimension fractale de 1,75. La rŽgion situŽe entre la source et le         
front a ŽtŽ dŽlimitŽe par surimpression dÕun fond gris. (Kolb et al. 1988).

Exemples de structures de fronts observŽes expŽrimentalement
LÕanalyse a ŽtŽ faite sur un exemple voisin tr•s remarquable, montrŽ sur la 

figure 3.3.5 (Wool, 1988). Cette structure est obtenue par diffusion sous 
champ Žlectrique de chlorure dÕargent dans une couche de polym•re (film en 
polyimide) et prŽcipitation de lÕargent. La nuclŽation de lÕargent est tr•s sem-
blable ̂  celle de la dŽcomposition spinodale : les amas grossissent au fur et ̂  
mesure de la rŽduction, et leur concentration est proportionnelle ˆ la concentra-
tion de chlorure dÕargent diffusŽ. Wool a mesurŽ une dimension fractale Df (  
1,74 (au lieu de 1,75 thŽorique), pour cette interface bidimensionnelle entre 
lÕargent rŽduit (en noir sur lÕimage) connectŽ ˆ la source et la rŽgion purement 
polym•re (en blanc).

Le second exemple que nous dŽcrirons ici est lÕinjection dÕun fluide dans 
un poreux en prŽsence de la pesanteur. Cet exemple peut para”tre fort ŽloignŽ            

7 Sur le rŽseau considŽrŽ, chaque particule est choisie alŽatoirement et saute sur lÕun des sites 
voisins, pourvu quÕil soit vide, avec une probabilitŽ dŽpendant de lÕinteraction et dÕun para-
m•tre T. Cette probabilitŽ est dŽfinie de mani•re ˆ ce que la distribution de particules obte-
nue lorsque lÕŽquilibre est atteint, soit celle de lÕŽquilibre thermique ˆ la tempŽrature T.



Fig. 3.3.5 Structure obtenue par diffusion de chlorure dÕargent dans un polym•re (le 
polyimide) et rŽduction de lÕargent sous lÕaction dÕun courant Žlectrique traversant le 
milieu. La diffusion est tridimensionnelle mais lÕanalyse est faite dans une coupe pa-
rall•le  ̂ la diffusion. LÕargent rŽduit est en noir, le polyimide en blanc (Wool,                         
1988).

du cas de la diffusion que nous venons de traiter, mais il nÕen est rien : en ef-
fet, nous avons prŽcŽdemment dŽtaillŽ dans la section 2.5.3 sur les milieux po-
reux le drainage effectuŽ ̂ tr•s faible flux. Le nombre capillaire est alors petit 
et lÕinjection sÕinterpr•te raisonnablement avec un mod•le de percolation dÕin-
vasion. A cause de la prŽsence de la gravitŽ, la pression du fluide est plus 
grande en bas de la rŽgion envahie par le fluide, et donc la concentration en po-
res envahis est plus importante en bas quÕen haut. Le mod•le appropriŽ ̂ ce 
probl•me est appelŽ en consŽquence la percolation dÕinvasion en gradient. Le 
mod•le sous-jacent est ainsi le m•me que dans le cas de la diffusion en gra-
dient.

La percolation dÕinvasion en gradient peut •tre modŽlisŽe comme suit : dans un rŽ-
seau de taille Ld des nombres alŽatoires compris entre z/L et 1 + z/L sont assignŽs ̂ 
chaque lien (voir la figure 3.2.6 que lÕon retrouve quand L = # ). De cette mani•re, la Ç 
rŽsistance È ˆ lÕinvasion cro”t linŽairement avec z. LÕinvasion dŽbute ̂ z = 0 et se 
poursuit comme dans la percolation dÕinvasion ordinaire. Le processus est arr•tŽ avant 
que le haut du rŽseau ne soit atteint. La rŽgion envahie correspond ˆ lÕamas infini de 
la percolation en gradient (le gradient de concentration Žtant ici 1/L).

LÕexpŽrience a ŽtŽ faite par ClŽment et Baudet de la mani•re suivante : un 
cylindre de dix centim•tres de diam•tre et dÕune vingtaine de centim•tres de 
haut est rempli de verre finement pilŽ le plus homog•ne possible (distance de 
200 µm entre pores). Par un orifice du fond, un mŽtal liquide de basse tempŽ-
rature de fusion est injectŽ. Ce mŽtal est du mŽtal de Wood (fusion vers 70 
¡C), il est non mouillant. On effectue une injection tr•s lente suivant le schŽma 



de la figure 3.3.6. LÕinjection terminŽe ̂ un certain niveau, le syst•me est re-
froidi, le mŽtal se solidifie, et on remplace les grains de verres non fixŽs par 
une rŽsine. Le syst•me peut •tre alors analysŽ en dŽtail. Des coupes sont faites 
ˆ diverses hauteurs z et la fonction de corrŽlation entre pores envahis dŽtermi-
nŽe apr•s digitalisation. Comme la pression dans le mŽtal de Wood varie avec 
z ˆ cause de la pesanteur, la quantitŽ de pores envahis varie elle-      
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Fig. 3.3.6 ExpŽrience dÕinjection dÕun fluide non-mouillant (le mŽtal de Wood) dans 
un milieu poreux (du verre pilŽ). Le mŽtal de Wood est injectŽ extr•mement lente-
ment de mani•re ̂ •tre en rŽgime de digitation capillaire. Le champ de pesanteur fait 
varier la pression dans le milieu linŽairement avec la hauteur de fluide injectŽ. Le mo-
d•le thŽorique est donc un mod•le de percolation dÕinvasion en gradient de concentra-
tion. Les rŽsultats thŽoriques prŽcŽdents sÕappliquent remarquablement bien aux don-
nŽes expŽrimentales et donnent acc•s aux divers param•tres du syst•me              
(ClŽment et al., 1987).

m•me avec z. Ceci peut •tre dŽcrit tr•s en dŽtail, en utilisant les rŽsultats de la 
percolation en gradient (la rŽgion envahie correspond essentiellement aux rŽ-
gions grisŽes et hachurŽes de la figure 3.3.2 (d)). La comparaison entre lÕap-
proche thŽorique et les rŽsultats expŽrimentaux est tout ˆ fait bonne (Gouyet et 
al. dans Hulin et al., 1990). La dimension fractale du front dÕinvasion est trou-
vŽe voisine de 2,4 (la valeur thŽorique est 2,52). Cette mŽthode donne en prin-
cipe acc•s ˆ la distribution des tailles de pores, ce que peu de mŽthodes permet-
tent.8

8  Des mesures de la distribution fractale de tailles de pores dans des rŽsines ont ŽtŽ faites en 
utilisant trois techniques expŽrimentales complŽmentaires par Chachaty et al. (1991). Il 
sÕagit dans ce cas de micropores dont le rayon est compris entre 3 nm et 1 µm.



GŽnŽration de bruit pendant lÕinjection
On a depuis longtemps observŽ que lÕinjection dÕun fluide non-mouillant 

dans un milieu poreux Žtait la source de fluctuations soit de pression lorsque 
lÕinjection se fait ˆ flux constant, soit de flux lorsque la pression ̂ la source 
dÕinjection est tr•s lentement augmentŽe. Ce phŽnom•ne tient au fait que cha-
que fois que le fluide franchit un canal de rayon r, sa pression est suffisante 
pour envahir tous les pores connectŽs ˆ ce canal par des canaux de rayon plus 
grand que r. Ces ensembles de pores dŽfinissent naturellement des amas finis 
dans le probl•me de percolation associŽ (voir le ¤ 3.2.3). Le bruit statistique 
engendrŽ par ces fluctuations est ainsi tr•s analogue au bruit en 1/f!  engendrŽ 
dans les processus de diffusion (¤ 3.3.1, v)), lÕinjection conduisant Žgalement 
ˆ des structures critiques Ç auto-organisŽes È. Outre le comportement du bruit, 
blanc en dessous de fc (Eq. 3.3-4) et brownien au-dessus, on peut calculer 
Nev(s) le nombre par unitŽ de temps, dÕŽvŽnements de taille s (amas de pores 
envahis). Ce nombre suit une loi de puissance, et au moins 9  en d = 2 (Gouyet, 
1990),

Nev(s) % s Ð Ys   avec  Ys = 1 + 
Df Ð Dred

D
(3.3-5)

Df est la dimension fractale du front dÕinvasion (7/4 ou souvent en pratique 
4/3), D la dimension de lÕamas infini (soit 91/48) et Dred = 1/& la dimension 
des liens rouges (cÕest-ˆ-dire 3/4). Ce qui donne Ys (  1,53 (1,31 si Df = 4/3)

3.4 AgrŽgats

Les processus d'agrŽgation conduisent ̂ des formes bien spŽcifiques qui 
ont ŽtŽ ŽtudiŽes depuis longtemps 1 0. Cependant leur Žtude quantitative est tr•s 
rŽcente et n'a pu se faire que gr‰ce au dŽveloppement de deux domaines, les 
fractales avec les notions de loi d'Žchelle, et les simulations numŽriques per-
mettant dÕengendrer des agrŽgats en partant d'un processus ŽlŽmentaire de 
croissance. Les processus thŽoriques ŽlŽmentaires de croissance sont tr•s va-
riŽs et ils recouvrent des structures allant de la percolation aux fractales lapla-
ciennes, voire m•me des structures de tamis de Sierpinski. Il sÕest par suite 
avŽrŽ plus clair de les traiter dans un chapitre sŽparŽ et de consacrer cette sec-
tion aux processus dÕagrŽgation physiquement observŽs dans la nature, en 
prŽsentant quelques expŽriences et les diverses gŽomŽtries quÕelles gŽn•rent.

3.4.1 DŽfinition d'un phŽnom•ne d'agrŽgation

L'agrŽgation est un phŽnom•ne physique irrŽversible qui consiste, ̂ partir 
de structures ŽlŽmentaires (particules ou micro-agrŽgats) possŽdant une inter-

9  La situation nÕest pas encore clarifiŽe en d = 3 (Roux et Guyon, 1989, Gouyet, 1990).
10 Voir en particulier le remarquable travail en biologie de d'Arcy Thompson On Growth and 
Forms, Cambridge, 1917 (ou sa rŽimpression, 1961).



action mutuelle attractive, ˆ b‰tir des structures macroscopiques appelŽs agrŽ-
gats. Nous nous intŽressons ici ˆ la structure gŽomŽtrique de ces agrŽgats, 
tandis que dans le chapitre 4, nous examinerons lÕaspect important de leur ci-
nŽtique de croissance.

Dans les processus dÕagrŽgation examinŽs ci-apr•s on suppose toujours 
que les micro-agrŽgats ou particules ont ŽtŽ prŽalablement formŽs, cÕest-ˆ-dire 
que le stade de nuclŽation est terminŽ lorsque lÕagrŽgation commence. Ces 
micro-agrŽgats sont gŽnŽralement compacts, et homog•nes en taille.

On peut distinguer deux principaux processus de croissance dÕagrŽgats,1 1  
processus que lÕon retrouve souvent dans dÕautres domaines de la physique 
sous une forme Žquivalente, comme lÕinjection de fluide ou la dŽcharge dans 
un diŽlectrique. Ces deux mod•les de base sont lÕagrŽgation amas-amas et 
lÕagrŽgation particule-amas.

Dans le processus amas-amas, on a essentiellement agrŽgation entre amas 
de taille comparable : dans le mod•le le plus simple, deux amas de taille s0 
donnent naissance ˆ un amas de taille 2s0 : on a ainsi un processus totalement 
hiŽrarchique car deux amas de taille 2s0 donnent naissance ˆ un amas de taille 
4s0 et ainsi de suite. Dans la pratique, le mod•le est un peu trop simple et les 
syst•mes ne restent pas monodisperses (cÕest-ˆ-dire avec une seule taille prŽ-
sente ˆ un instant donnŽ), mais la polydispersitŽ qui sÕinstaure est telle que des 
amas de taille variŽe sÕagr•gent selon un processus satisfaisant globalement 
une loi dÕŽchelle.

Dans le processus particule-amas on forme ̂  partir dÕun amas de grande 
taille (s >> 1), un amas de taille s + 1. Le processus est donc ici tr•s          asy-
mŽtrique.

Ces deux processus engendrent des agrŽgats ayant des propriŽtŽs tr•s diffŽ-
rentes. De plus, pour chacun de ces processus, trois voies dÕagrŽgation sont 
possibles : celle-ci peut en effet •tre limitŽe par la rŽaction, cÕest-ˆ-dire quÕil 
faut franchir une barri•re de potentiel pour que le collage ait lieu, ou limitŽe par 
la diffusion, et dans ce cas les entitŽs (amas ou particules) diffusent dans lÕes-
pace et se collent instantanŽment d•s que deux entitŽs se rencontrent, enfin 
lÕagrŽgation peut •tre balistique, les entitŽs Žvoluent alors librement dans lÕes-
pace (les trajectoires sont rectilignes) avant de sÕagrŽger.

Le tableau IV ci-dessous prŽsente lÕensemble de ces diverses combinaisons, 
le genre de phŽnom•ne physique o• on consid•re que le mod•le sÕapplique, et 
la dimension fractale qui y est associŽe. On remarquera que lÕagrŽgation 
particule-amas limitŽe par rŽaction ou balistique engendre des agrŽgats denses 
(D = d). Seule leur surface est fractale, nous y reviendrons ˆ propos des mod•-
les de croissance au chapitre 4 avec par exemple le mod•le dÕEden.

Les exemples indiquŽs dans le tableau ne sont pas absolus. Ainsi lÕŽlectro-
dŽposition ne suit le mod•le dÕagrŽgation limitŽe par diffusion (DLA) que !!!!!!

11 QuÕil ne faut pas confondre avec dÕautres processus de croissance dŽterministes comme la 
croissance de cristaux...



TABLEAU IV Ñ RŽcapitulatif des divers modes de croissance

! !            particule-amas !                 amas-amas !
________________________________________________________________________
!    diffusion !  ŽlectrodŽposition, rupture !   Collo•des & aŽrosols !
! !  diŽlectrique, injection (DLA) !                   ( Ž c r a n t Ž s ) !
!         D ! 1,72 (d = 2) 2,50 (d = 3) ! 1,44 (d = 2) 1,75 (d = 3) !
________________________________________________________________________
!    balistique !  DŽposition, surfaces !   AŽrosols dans le vide !
! !  rugueuses, sŽdimentationÉ ! !
!         D ! 2,00 (d = 2) 3,00 (d = 3) ! 1,55 (d = 2) 1,91 (d = 3) !
________________________________________________________________________
!     rŽaction !  tumeurs, ŽpidŽmies, !   Collo•des & aŽrosols !
! !  feux de for•ts,É  (Eden) !          (lŽg•rement ŽcrantŽs) !
!         D ! 2,00 (d = 2) 3,00 (d = 3) ! 1,59 (d = 2) 2,11 (d = 3) !
________________________________________________________________________

dans le cas dÕune faible concentration dÕions (et tout est dÕailleurs loin dÕ•tre 
clair dans le fonctionnement Žlectrochimique de ce phŽnom•ne1 2 ) ; lÕinjection 
obŽit soit au mod•le DLA, ̂  la percolation dÕinvasion, ou au mod•le anti-DLA 
(fig. 3.2.11), selon la valeur de ses param•tres M, rapport des viscositŽs et Ca 
nombre capillaire (voir le ¤ 3.2.3). De plus, la formation dÕun agrŽgat peut em-
piŽter sur plusieurs modes de croissance : balistique en de•ˆ dÕune certaine 
Žchelle, diffusif au-delˆ. Il y a alors changement de comportement (crossover) 
(voir par exemple le ¤ 4.2.2 concernant lÕextension du mod•le de Witten et 
Sanders).

Dans la prŽsente section, nous allons dŽcrire diverses expŽriences         
dÕagrŽgation. Nous dŽcrirons tout dÕabord les expŽriences dÕagrŽgation dÕaŽ-
rosols et de collo•des, correctement modŽlisŽs par les deux processus      
dÕagrŽgation dÕamas, limitŽe soit par diffusion soit par rŽaction. On trouvera 
Žgalement une revue dŽtaillŽe sur lÕobservation expŽrimentale de lÕagrŽgation 
par M. Matsushita, ainsi quÕune revue des aspects numŽriques par P. Meakin 
dans le livre ŽditŽ par Avnir (1989). Ensuite, nous indiquerons plusieurs    ex-
pŽriences dont le mod•le est essentiellement lÕagrŽgation particule-amas limi-
tŽe par diffusion (ou DLA). CÕest le cas de couches dŽposŽes par pulvŽrisation 
cathodique, des dŽp™ts Žlectrolytiques sous certaines conditions, de la filtration, 
du claquage diŽlectrique ou de lÕinjection dÕun fluide dans un autre (Žgalement 
sous certaines conditions). On notera ici que nombre dÕexpŽriences dŽcrites 
par ce mod•le et crŽant des gŽomŽtries semblables ne sont pas ̂ proprement 
parler des processus particule-amas, mais ils sont rŽgis par les m•mes Žqua-
tions (voir la section 4.2).

3.4.2 AŽrosols et collo•des

Les premiers agrŽgats dont on a montrŽ le caract•re fractal Žtaient des aŽro-
sols ; ils reprŽsentent avec les collo•des deux variŽtŽs importantes dÕagrŽgats.

12 Voir par exemple le travail expŽrimental de Fleury et al. (1991) sur le sujet.



Les aŽrosols suivent un processus dÕagrŽgation ˆ partir de tr•s petites parti-
cules dispersŽes dans un milieu gazeux. Ils peuvent •tre obtenus par divers 
mŽcanismes comme la combustion incompl•te dans une flamme engendrant 
des particules de fumŽes ou la vaporisation ̂ partir dÕun filament, prŽalable-
ment recouvert du matŽriau ˆ disperser, chauffŽ brutalement...

Une fois que les particules ont ŽtŽ dispersŽes dans le milieu gazeux elles se 
comportent, quand elles sont Žlectriquement neutres, comme des particules 
browniennes indŽpendantes, sauf ˆ tr•s courte distance o• une force attractive 
dite force de van der Waals les font sÕagglomŽrer. Il faut noter cependant que 
le mouvement des particules peut •tre balistique lorsque la pression du gaz est 
suffisamment faible (rŽgime molŽculaire o• le libre parcours moyen entre deux 
chocs est grand).

La premi•re observation du fait que la structure des agrŽgats Žtait fractale  
est due ̂  Forrest et Witten (1979). Ce travail a ŽtŽ le point de dŽpart dÕune       
!

En 1979, Forrest et Witten 
Žtudient pour la premi•re 
fois la distribution de 
particules de fer produites 
par la vaporisation d'un 
filament chauffŽ dans un gaz 
dense et froid. Les particules 
font 35 • de rayon. La 
dimension fractale obtenue 
est D!=!1,51!±!0,05 en 
utilisant une moyenne des 
masses dans des carrŽs de 
c™tŽ croissant centrŽs 
alŽatoirement sur l'agrŽgat.

Fig. 3.4.1 Image dÕaŽrosols de fer obtenue par microscopie Žlectronique en trans-                           
mission (Forrest et Witten, 1979).

multitude de travaux sur les structures fractales dans les phŽnom•nes     
dÕagrŽgation, de croissance... InspirŽs par la thŽorie des phŽnom•nes critiques, 
ils ont proposŽ les premiers une interprŽtation de lÕagrŽgation en termes de 
lois dÕŽchelles pour leur expŽrience dÕagrŽgation de particules de fer. Ils ont 
dŽterminŽ la fonction de corrŽlation densitŽ-densitŽ g(r), valeur moyenne cen-
trŽe du produit des densitŽs de mati•re sur tous les couples de points distants 
de r (lÕagrŽgation Žtant isotrope et homog•ne),

g(r) = " #( r0 + r ) #( r0 ) $Ð" #( r0 ) $
2
, r = ! r! (3.4-1)

Cette fonction de corrŽlation dŽcro”t selon une loi de puissance,

g(r) % r Ð A   avec A & 0,3,



et ceci pour divers matŽriaux, ce qui sugg•re un exposant universel (la mesure 
est faite en d = 2 sur lÕimage digitalisŽe de lÕagrŽgat (fig. 3.4.1)). La masse 
dÕagrŽgat dans un rayon R est bien sžr donnŽe, dans un milieu de dimension 
euclidienne d, par

M(R) %  
0

R

g(r) rd Ð 1 dr % RD (3.4-2)

ce qui relie A ˆ la dimension fractale D :  D + A = d. La dimension fractale 
obtenue par Forrest et Witten est voisine de 1,7 ± 0,02 ̂  partir de g(r) et de 
1,51 ± 0,05 ˆ partir de la relation entre masse et rayon.

LÕagrŽgation des particule de fer suit un processus amas-amas limitŽ par 
diffusion (les particules de fer effectuent des trajectoires browniennes dans 
lÕair), ou, si le libre parcours moyen nÕest pas petit devant la taille des agrŽgats 
formŽ, un processus amas-amas en rŽgime balistique. Les valeurs de la dimen-
sion fractale obtenue font plut™t opter ici pour un processus limitŽ par diffu-
sion.

Les collo•des sont constituŽs de microparticules (mŽtalliques, de siliceÉ) 
sphŽriques de quelques nanom•tres de diam•tre en suspension dans un li-
quide. Ces particules se chargent Žlectriquement en surface de sorte quÕelles se 
maintiennent en suspension sous lÕaction de leur rŽpulsion mutuelle. En lÕab-
sence de charges dissoutes dans le liquide, lÕattraction de van der Waals entre 
les microparticules se trouve •tre masquŽe par leur rŽpulsion coulombienne 
(due aux charges Žlectriques portŽes par ces particules). La superposition de 
lÕattraction de van der Waals et de la rŽpulsion coulombienne engendre ainsi 
une barri•re de potentiel '  (fig. 3.4.2) qui est en gŽnŽral bien plus grande que 
kT et donc infranchissable. De telles solutions mŽtastables peuvent alors 
!!!!!!!!!!

'

r

(b)

(a)

E

Fig. 3.4.2 Potentiel entre deux particules chargŽes distantes de r. Lorsque les ions ne 
sont pas ŽcrantŽs (b) ils se repoussent et la barri•re est parfois suffisante pour quÕ une 
solution collo•dale subsiste des dizaines dÕannŽes, voire des si•cles. En ajoutant un sel 
dans la solution on fait varier lÕŽcrantage (a), et donc la (mŽta-)stabilitŽ                
du collo•de. Un phŽnom•ne dÕagrŽgation appara”t.



exister tr•s longtemps et lÕon poss•de encore des collo•des fabriquŽs par Fara-
day il y a plus de 130 ans. LÕaddition dÕun sel dans la solution, en introduisant 
des ions mobiles de charge opposŽe ˆ celle des particules en suspension, per-
met dÕŽcranter partiellement ou totalement cette interaction rŽpulsive. Lorsque '  
devient de lÕordre ou infŽrieur ˆ kT lÕagrŽgation commence, la    solution deve-
nant instable : les agrŽgats voient leur taille cro”tre et lorsquÕils atteignent une 
dimension de lÕordre du micron, ils diffusent la lumi•re. Ce phŽnom•ne sÕob-
serve visuellement avec lÕapparition dÕune opalescence.

La distribution des tailles des amas est tr•s sensible ˆ la hauteur de barri•re 
de collage. Les agrŽgats se forment en effet de la mani•re suivante : tant que les 
particules collo•dales sont ŽloignŽes les unes des autres, elles diffusent de ma-
ni•re brownienne parce que lÕŽcrantage a supprimŽ leur rŽpulsion coulom-
bienne (elles nÕinteragissent donc pas ˆ grande distance).

Quand lÕŽcrantage est total, deux particules sÕapprochant ˆ une distance o• 
lÕattraction de van der Waals est forte, se collent irrŽmŽdiablement : le doublet 
ainsi formŽ continue ̂ diffuser dans la solution o• il rencontre dÕautres parti-
cules ou dÕautres doublets qui sÕagglom•rent pour former de plus gros amas 
et ainsi de suite. Dans ce cas, lÕagrŽgation est rapide, chaque rencontre entre 
amas Žtant efficace au premier contact.

Lorsque lÕŽcrantage est incomplet et que la barri•re de potentiel '  est un peu 
plus grande que kT, il faut de tr•s nombreuses tentatives pour rendre le collage 
effectif (la probabilitŽ de collage est donnŽe par une loi dÕArrhŽnius). Ces di-
vers essais infructueux modifient profondŽment la structure des agrŽgats qui 
sont ainsi beaucoup plus compacts dans le cas incompl•tement ŽcrantŽs que 
dans le cas totalement ŽcrantŽ : la dimension fractale et dÕautres propriŽtŽs 
gŽomŽtriques et cinŽtiques sont donc directement reliŽes au mŽcanisme 
dÕagrŽgation. Dans le premier cas, lÕagrŽgation Žtait limitŽe par la diffusion, 
dans le second cas, cÕest au contraire la rŽaction (le franchissement de la   bar-
ri•re de potentiel) qui limite lÕagrŽgation (voir le tableau IV). Dans ce   dernier 
cas, lÕagrŽgation est en consŽquence beaucoup plus lente.

Les expŽriences de Weitz et collaborateurs sur lÕagrŽgation de collo•des 
dÕor sont parmi les plus prŽcises dŽterminations des propriŽtŽs dÕŽchelles des 
processus irrŽversibles de croissance. Ils ont utilisŽ pour ces dŽterminations 
des micrographies Žlectroniques par transmission. Les collo•des dÕor sont par-
ticuli•rement favorables ˆ ces techniques car ils fournissent de grands agrŽgats 
avec un tr•s bon contraste. Les particules dÕor sont obtenues par rŽduction de 
Na(AuCl4). Le sol ainsi obtenu est stable et contient des particules dÕenviron 
14,5 nm de diam•tre, tr•s homog•nes en taille. LÕagrŽgation dŽbute apr•s addi-
tion de pyridine dŽpla•ant les charges ˆ la surface des particules. Les agrŽgats 
obtenus en fin dÕagrŽgation atteignent le micron.

La micrographie de la figure 3.4.3 (a), montre que le processus est de type 
amas-amas limitŽ par diffusion ; tous les agrŽgats ont approximativement la 
m•me taille. Les conditions dÕagrŽgation en solution aqueuse sont telles que 
les agrŽgats se forment en moins dÕune minute, montrant quÕils se collent 
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Fig 3.4.3 Photographies au microscope Žlectronique dÕagrŽgats de collo•des dÕor obte-
nus par Weitz dans le cas dÕune agrŽgation rapide (Žcrantage fort) (a) et dans le cas 
dÕune agrŽgation lente (Žcrantage faible) (b)  (Weitz & Lin, 1986 ; voir Žgalement                      
lÕarticle de revue de Matsushita dans Avnir, 1989).

500 nm

Fig. 3.4.4 Image au microscope Žlectronique par transmission dÕun agrŽgat de    col-
lo•de dÕor obtenu dans les conditions dÕagrŽgation rapide, cÕest-ˆ-dire limitŽe par                        
diffusion (Weitz & Oliveria, 1984).

instantanŽment lorsquÕils se rencontrent. La variation de la masse en fonction 



du rayon est bien de la forme,
M % RD   avec  D & 1,78,

signature dÕune structure fractale. LÕagrŽgat est autosimilaire et ne poss•de 
donc pas dÕŽchelles de longueur autres que la taille dÕune particule et la taille  
de lÕamas ˆ un instant donnŽ. La figure 3.4.4 montre lÕimage par transmission 
au microscope Žlectronique de lÕun de ces amas.

Sur lÕimage dÕune expŽrience de Weitz et Lin dans le cas partiellement 
ŽcrantŽ (fig. 3.4.3(b) et 3.4.5) obtenue en mettant moins de pyridine dans le 
sol, on voit que lÕagrŽgat est plus compact. Il sÕagit dÕun processus dÕagrŽga-
tion amas-amas limitŽ par rŽaction (en anglais RLCA, reaction limited cluster 
aggregation). On trouve effectivement une dimension D & 2.05 (Weitz et al. 
1985). Remarquons que comme cette dimension est supŽrieure ˆ 2, elle nÕa  pu 
•tre obtenue par numŽrisation dÕune image bidimensionnelle : lÕimage plane, 
projection de lÕamas, Žtant alors remplie de mani•re dense par les particules 
(sur la figure 3.4.5, les trous dans la rŽgion centrale de lÕamas ont une taille re-
lativement homog•ne).

500 nm500 nm

Fig. 3.4.5 Image au microscope Žlectronique par transmission dÕun agrŽgat de collo•de 
dÕor obtenu dans les conditions dÕagrŽgation lente, limitŽe par rŽaction (Weitz                     
et al., 1985).

Il y a heureusement dÕautres mŽthodes pour montrer le caract•re fractal 
dÕagrŽgats collo•daux quand ceux-ci ont une dimension D > 2. LÕune des mŽ-
thodes, utilisŽe dans lÕexpŽrience de ClŽment et Baudet (fig. 3.3.6), consiste ˆ 
examiner les coupes planes (dont la dimension est D Ð 1). Elle est bien sžr in-
applicable ici ˆ cause de la fragilitŽ et de la petite taille des agrŽgats. DÕautres 
mŽthodes utilisent par exemple la relaxation magnŽtique nuclŽaire (Chachaty et 



al., 1991) mais lÕune des techniques les plus courantes sÕappuie sur la diffu-
sion aux petits angles.

Utilisation de la diffusion aux petits angles
pour dŽterminer la dimension fractale

Les expŽriences de diffusion de lumi•re, de rayons X, ou de neutrons, sont 
tr•s bien adaptŽs au probl•me de la dŽtermination des caractŽristiques gŽomŽ-
triques fractales dÕun Žchantillon dont on ne peut digitaliser une image bidi-
mensionnelle. Elles ont ŽtŽ couramment utilisŽes sur des agrŽgats ou sur des 
Žchantillons de gels (les aŽrogels de silice en particulier).

LÕintensitŽ diffusŽe dŽpend essentiellement des variations de densitŽ. Pour 
un matŽriau possŽdant une structure fractale, cette intensitŽ dŽpendra donc de 
la nature de cette structure fractale. Pfeifer a proposŽ de distinguer trois gran-
des variŽtŽs de structure : les fractales de masse, les fractales de pores et les 
fractales de surface (fig. 3.4.6). Vis-ˆ-vis de la diffusion dÕondes, la diffŽrence 
entre fractales de masse et fractales de pores est relativement faible puisque 
masse et vides y sont simplement intervertis.
      !

Fig.3.4.6  De gauche ̂ droite une fractale de masse, une fractale de pores et une frac-
tale de surface. La mati•re est en noir ou en gris, les rŽgions vides en blanc. La frac-
tale de surface (ici un amas dÕEden) est dense dans son volume (D = d). Une frac-                  
tale de surface a tr•s souvent une structure auto-affine.

Le schŽma expŽrimental de diffusion est indiquŽ sur la figure 3.4.7. LÕutili-
sation de la lumi•re, des rayons X et des neutrons, permet dÕexplorer des lon-
gueurs dÕonde (  allant de 1 • ˆ 1 µm. Lorsque lÕon fait des expŽriences sur 
des agrŽgats, on rencontre en gŽnŽral des fractales de masse.

     LÕintensitŽ diffusŽe aux petits angles (Q petit) par une fractale de masse en 
fonction de la fluctuation Q du vecteur d'onde est en effet de la forme,

 I % Q Ð D  (3.4-3)

o• Q = 4"  ( Ð1 sin() /2)  (voir fig. 3.4.7). LÕexistence dÕune fluctuation du vec-
teur dÕonde est liŽe aux fluctuations de la densitŽ locale. En effet une hŽtŽ-   !
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S : source,             E : Žchantillon,             D : dŽtecteur

Fig. 3.4.7 SchŽma dÕune mesure de diffusion aux petits angles. La source Žmet ˆ une 
longueur dÕonde (  (lumi•re visible, rayons X ou neutrons). ExpŽrimentalment,                       
on fait varier )  tandis que (  reste fixŽ.

rogŽnŽitŽ de mati•re provoque une diffusion de lÕonde1 3. Ainsi la variation de 
densitŽ dans une structure fractale donne la loi 3.4-3. Cette relation sÕobtient 
par transformation de Fourier de la fonction de corrŽlation densitŽ-densitŽ g(r). 
Plus exactement,

I(Q) = A
0

#
g(r)

sin Qr
Qr

r2 dr
(3.4-4)

La relation  en Q Ð 
D est vŽrifiŽe dans un domaine de 1/Q compris entre la 

taille dÕune particule et le rayon de lÕamas (prŽcisŽment son rayon de giration 
ou sa longueur de corrŽlation), elle renseigne par consŽquent sur la dimension 
fractale de lÕobjet diffusant ainsi que sur lÕextension du domaine fractal.

CÕest cette technique de diffusion aux petits angles que Weitz et Oliveria 
ont utilisŽe pour dŽterminer les dimensions fractales des amas reprŽsentŽs sur 
les figures 3.4.4 et 3.4.5. Ils ont trouvŽ respectivement D = 1,77 ± 0,05 pour 
lÕagrŽgat limitŽ par diffusion, et D = 2,05 ± 0,05 pour celui limitŽ par rŽaction. 
DÕautres expŽrimentateurs ont obtenu des rŽsultats analogues en accord avec 
les valeurs issues de simulations numŽriques (donnant respectivement 1,75 et 
2,11 ; voir le tableau du ¤ 3.4.1).

Cette technique a ŽtŽ Žgalement utilisŽe pour les agrŽgats de silice (voir   par 
exemple P.W. Schmidt dans Avnir, 1989). Les aŽrogels de silice et     
dÕalumino-silicates sont des matŽriaux de choix pour ce genre dÕŽtude (Vacher 
et al., 1988 ; Chaput et al., 1990). Les aŽrogels ont une densitŽ moyenne va-
riant de 5 kg/m3 ˆ 500 kg/m3 alors que les particules ŽlŽmentaires ont une 
densitŽ voisine de 2 100 kg/m3. Comme la densitŽ moyenne dÕune fractale 
tend vers zŽro quand la taille augmente, plus les aŽrogels sont lŽgers plus le 
rayon  de la rŽgion fractale est grand. Les aŽrogels ont Žgalement des          
propriŽtŽs remarquables dÕisolation thermique et nous les retrouverons ˆ pro-
pos des Žtudes sur le transport et les modes de vibrations dans les structures 
fractales au chapitre 5.
13 Les petites particules isolŽes (approximativement sphŽriques) donnent une loi en Q 

Ð
 
4 

pour des valeurs de Q de lÕordre de lÕinverse de la taille des particules : cÕest la loi de Porod.



La figure 3.4.8 montre lÕŽvolution de I(Q) pour diffŽrentes densitŽs, mettant 
en Žvidence lÕapparition progressive dÕune structure fractale de plus en plus 
Žtendue au fur et ˆ mesure que la densitŽ moyenne dŽcro”t. Les diverses cour-
bes prŽsentent deux changements de rŽgime, lÕun pour Q & 0,07 • Ð1, corres-
pondant ̂ la diffusion par les particules constituant le matŽriau et donnant ̂ 
grand Q un rŽgime de Porod, lÕautre pour des valeurs de Q entre 10 

Ð
 
2 et 10 

Ð
 
3 

correspondant ˆ la longueur de corrŽlation du rŽgime fractal (et donc directe-
ment liŽ ˆ la densitŽ).!
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Fig. 3.4.8 Courbes de diffusion de neutrons aux petits angles montrant lÕautosimila-
ritŽ dÕŽchantillons ayant diverses densitŽs. La densitŽ # est indiquŽe en kg/m3 dans le 
m•me ordre que les courbes. LÕintensitŽ est normalisŽe : IÕ(Q) = I(Q)/#, ce qui permet 
de mettre en Žvidence la remarquable superposition des courbes dans la rŽgion fractale. 
La rŽgion fractale sÕarr•te ̂ la rupture de pente ̂ gauche (de 100 ˆ 400 •). La fl•che 
correspond  ̂ la taille des particules ŽlŽmentaires qui est de 14 •             
(Chaput et al., 1990).

Dans le cas gŽnŽral dÕune fractale prŽsentant un volume de dimension frac-
tale D, limitŽ par une surface de dimension fractale Ds, on montre que lÕinten-
sitŽ prend la forme,

  I  %  QÐ 2D + Ds         avec  d Ð 1 < Ds $ D < d. (3.4-5)

On retrouve dans cette expression le rŽsultat de la diffusion par une fractale 
de masse, puisquÕelle correspond ˆ D = Ds, ainsi que la diffusion par un objet 
non fractal pour lequel D = 3 et Ds = 2 (loi de Porod).

Dans le cas des fractales de surface en dimension 3 on obtient,



  I  %  QÐ 6 + Ds         avec  2 < Ds < 3. (3.4-6)

On rencontre des fractales de surface dans un certain nombre de processus 
de croissance limitŽs par rŽaction ou balistique (voir le tableau du ¤ 3.4.1, et le 
chapitre 4 sur les mod•les de croissance). Des expŽriences de diffusion aux 
petits angles ont en particulier ŽtŽ effectuŽes sur des suies issues de lÕagrŽga-
tion de la silice, et sur des collo•des. La dimension fractale de leur surface ru-
gueuse peut ainsi, en principe, •tre mise en Žvidence (voir Schaefer, 1988). 
LÕinterprŽtation des rŽsultats est souvent assez dŽlicate, essentiellement ˆ cause 
de lÕexistence de larges rŽgions de changement de rŽgime (passage dÕun rŽ-
gime de fractal de surface ˆ celui de fractal de masse ou de Porod).

Notons encore que les techniques de diffusion de neutrons semblent avoir 
mis en Žvidence des structures fractales dans des roches naturelles. Des expŽ-
riences sur de nombreux gr•s et schistes argileux montrent un comportement 
rŽgi par lÕŽquation 3.4-6, et une dimension Ds entre 2 et 3 jusquÕˆ 500 • (voir 
lÕarticle de revue de Po-zen Wong, 1988).

3.4.3 AgrŽgation macroscopique

Il existe dÕautres processus dÕagrŽgation que lÕon peut plus aisŽment ob-
server : cÕest le cas de particules en suspension dans un liquide qui mettent en 
jeu des tailles pouvant atteindre le millim•tre (contrairement aux collo•des et 
aŽrosols dont les particules ont une taille bien infŽrieure au micron). Tant que 
les interactions entre particules sont nŽgligeables (en particulier devant les for-
ces mises en jeu par les mouvements du liquide) il nÕy a pas de phŽnom•ne 
dÕagrŽgation et le probl•me essentiel, tr•s important cependant pour les Žtudes 
sur les lubrifiants, est de comprendre les caractŽristiques (viscositŽÉ) du 
fluide hŽtŽrog•ne. Lorsque les interactions entre particules sont importantes, il 
sÕy ajoute un phŽnom•ne dÕagrŽgation auxquels se superposent des effets hy-
drodynamiques dus au mouvement du fluide porteur (cisaillements...).

Citons deux expŽriences dÕagrŽgation bidimensionnelle macroscopique rŽa-
lisŽes lÕune ˆ lÕEcole de physique et chimie, lÕautre ˆ Marseille : dans   lÕexpŽ-
rience de Allain et Jouhier (1983) on place des billes de cire de 1,8 mm ̂  la 
surface dÕune cuve dÕeau. Il existe entre les billes une attraction ˆ courte portŽe 
(quelques millim•tres) due ˆ la dŽpression que crŽe chaque bille sur la surface 
de lÕeau (effet matelas). Au dŽpart, on disperse les billes sur la surface par agi-
tation de lÕeau. Lorsque lÕagitation cesse, lÕagrŽgation appara”t et conduit ˆ des 
structures bidimensionnelles de dimension D & 1,61, moyenne des dimensions 
parall•les et perpendiculaires au mouvement. Dans lÕexpŽrience de Camoin et 
Blanc (Camoin, 1985), lÕagrŽgation a ŽtŽ observŽe sous cisaillement : lorsque 



les microsph•res sont sans interaction1 4 les amas obtenus ont une structure 
dÕamas de percolation Ç brassŽe È, donnant un comportement proche dÕun 
comportement de champ moyen ; lorsquÕune interaction attractive est prŽsente, 
il existe un taux de cisaillement critique pour lequel les effets hydrodynami-
ques deviennent prŽpondŽrants par rapport aux effets capillaires ; aux forts ci-
saillements, les amas obtenus sont alors compacts.

Tous les processus que nous venons de dŽcrire sont des processus dÕagrŽ-
gation dÕamas. Pour observer des processus de croissance dÕamas par agrŽga-
tion particule-amas, il faut des centres de nuclŽation (fixes) qui soient suffi-
samment peu denses pour que les amas formŽs sÕignorent mutuellement. Ici 
encore, la croissance peut •tre limitŽe par diffusion, rŽaction ou •tre balistique. 
Voici quelques exemples dÕagrŽgation assez correctement modŽlisables soit 
par un processus particule-amas limitŽ par diffusion, ou par un processus 
Žquivalent de type DLA (voir lÕagrŽgation limitŽe par diffusion ou DLA au 
chapitre 4), soit par un processus particule-amas balistique comme dans le cas 
de la sŽdimentation.

3.4.4 Couches dŽposŽes par pulvŽrisation cathodique

Dans certaines conditions, on observe des structures de type DLA dans des 
couches dŽposŽes par pulvŽrisation cathodique. La photographie de la figure 
3.4.9 montre une telle structure. Elle a ŽtŽ obtenue par Elam et collaborateurs 
(1985), par dŽposition dÕun film mince de NbGe2 sur un substrat de quartz.       
  

Fig. 3.4.9  Exemple de structure obtenue par dŽposition de NbGe2 sur un substrat                                
de quartz (dÕapr•s Elam et al., 1985).

14 Pour modifier lÕinteraction entre sph•res, on ajoute sur le liquide porteur (qui est de lÕeau 
pure ou salŽe) une petite couche dÕun liquide visqueux (de lÕhuile de vaseline par exemple). 
Lorsque lÕŽpaisseur de cette couche est de lÕordre du diam•tre des particules, lÕinteraction en-
tre ces particules devient nŽgligeable.



Les atomes de NbGe2 adsorbŽs sur le quartz diffusent jusquÕau moment o• ils 
se collent ˆ lÕun des amas croissant ˆ partir dÕun centre de nuclŽation. On peut 
ici considŽrer quÕun amas prŽsente une double structure : il est formŽ dÕun 
squelette obtenu en rŽduisant  chaque bras ˆ une simple ligne ; ce squelette est 
ensuite Žpaissi dÕautant plus que lÕon approche des extrŽmitŽs. Les auteurs ont 
ainsi trouvŽ une dimension fractale voisine de 1,88 pour les structures de 
NbGe2 mais une dimension D & 1,7 pour le squelette, valeur qui est en accord 
avec le mod•le dÕagrŽgation particule-amas. Les amas ne sÕagr•gent pas entre 
eux mais les centres de nuclŽation ne sont cependant peut-•tre pas assez Žloi-
gnŽs pour que lÕon puisse nŽgliger toute influence mutuelle dans la partie fi-
nale de la croissance. Le phŽnom•ne de croissance est dÕailleurs tr•s loin 
dÕ•tre compris dans le cas prŽsent.

3.4.5 AgrŽgation sous champ faible

LorsquÕune force extŽrieure systŽmatique (cÕest-ˆ-dire autre que lÕinterac-
tion entre particules) est appliquŽe aux particules, on dit quÕil y a agrŽgation 
sous champ. Cependant les agrŽgats obtenus sont tr•s diffŽrents suivant le 
type de force prŽsente dans le syst•me. Il peut sÕagir de forces vraiment extŽ-
rieures (cÕest-ˆ-dire dŽcouplŽes du processus de croissance) comme la pesan-
teur ou la force dÕentra”nement due au fluide porteur. Les paragraphes qui sui-
vent en explicitent quelques cas.

La sŽdimentation
Les particules forment des agrŽgats sous lÕaction de la pesanteur. Leur 

mouvement est donc essentiellement balistique. Les structures formŽes sont 
dÕautant plus l‰ches que les particules diffusent moins en surface de lÕagrŽgat. 
Nous les dŽcrirons plus en dŽtail dans la section 4.3 consacrŽe aux surfaces 
rugueuses.

La filtration
Les particules, entra”nŽes par un fluide en mouvement, sÕagglom•rent sur 

les pores dÕun filtre (comme les agrŽgats de poussi•res sur les bouches dÕune 
ventilation mŽcanique). Lˆ encore, lÕaspect balistique est dominant.

Mais aussi comme dans lÕŽlectrodŽposition, le claquage diŽlectrique ou 
lÕinjection rapide dÕun fluide dans un autre bien plus visqueux Ñ phŽnom•nes 
qui ont beaucoup de caract•res communs Ñ la force (Žlectrique ou hydrody-
namique) peut Žvoluer avec la croissance de lÕamas lui-m•me. Nous verrons 
dans la section 4.2, que le mod•le commun ̂  leur mode de croissance est en 
premi•re approximation le mod•le dÕagrŽgation limitŽe par diffusion ou DLA. 
Les gŽomŽtries obtenues sont Žgalement assez proches des structures obtenues 
par Elam et al. (fig. 3.4.9) o• aucun champ extŽrieur nÕest prŽsent.

Les dŽp™ts Žlectrolytiques
Ils sont obtenus par dŽp™ts dÕatomes mŽtalliques sur la cathode lors de lÕ 

Žlectrolyse dÕun sel mŽtallique. Ces structures tr•s fragiles sont dÕautant plus 



ramifiŽes que lÕon proc•de en solution diluŽe et ˆ courant faible.
               !
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Fig. 3.4.10  Croissance Žlectrolytique de zinc mŽtallique dans une couche mince dÕ 

Žlecttrolyte (a) et sa fonction de corrŽlation (b) donnant une dimension               
D = 2 Ð 0,37  (Matsushita et al., 1984).

Le claquage diŽlectrique
On observe des structures semblables en appliquant un champ Žlectrique 

entre une Žlectrode centrale et une Žlectrode circulaire sŽparŽes par un isolant 
(m•me gŽomŽtrie que dans lÕexpŽrience prŽcŽdente) (Niemeyer et al., 1984). Il 
nÕy a pas ̂ proprement parler de particules se dŽpla•ant mais seulement des 
molŽcules se polarisant jusquÕau seuil de claquage (fig. 3.4.11).

Fig. 3.4.11 Photographie intŽgrŽe dans le temps dÕune dŽcharge Žlectrique guidŽe par 
la surface dÕune plaque de verre de 2 mm, placŽe dans SF6 gazeux sous 3 atmo-                            
sph•res. (Niemeyer et al., 1984).



LÕinjection dÕun fluide
Paterson remarqua d•s 1984 que lorsque lÕon injecte un fluide peu vis-

queux dans une cellule de Hele-Shaw radiale remplie dÕun fluide visqueux, on 
observe des structures dont la croissance semble rŽgie Žgalement par le mod•le 
DLA (Paterson, 1984). Ces structures sÕobservent par exemple par injection 
dÕun fluide peu visqueux dŽpla•ant un fluide tr•s visqueux dans un milieu po-
reux comme le montre la figure 3.4.12. Ceci correspond ̂ la digitation vis-
queuse dans le diagramme de phase (fig. 3.2.11) proposŽ par   
         !

Fig. 3.4.12 Eau dŽpla•ant une solution dÕun polysaccharide, le sclŽroglucane, dans 
une cellule radiale. Le rapport des viscositŽs est M & 1/1500; le flux est de 20 
ml/mn. La dimension de Hausdorff mesurŽe est Df  & 1,7 ± 0,05 (Daccord et al.,                              
1986).

Lenormand et al. (1988), dont nous avons prŽcŽdemment parlŽ. Le caract•re 
poreux du milieu permet dÕintroduire une contribution alŽatoire qui se super-
pose au processus hydrodynamique. Plus le caract•re alŽatoire local est impor-
tant plus la structure fractale est ramifiŽe15.  Sur les images de la figure 3.4.13 
o• sont comparŽes expŽrience et simulations, les conditions aux limites ne sont 
plus radiales comme dans les figures prŽcŽdentes, les caractŽristiques gŽomŽ-
triques comme la dimension fractale ou la structure multifractale sont cepen-
dant semblables.

De tr•s belles structures appartenant tr•s certainement ̂ la m•me classe 
dÕuniversalitŽ, celle de lÕagrŽgation limitŽe par diffusion ont ŽtŽ obtenues par 
Daccord et Lenormand (1987) par injection dÕun fluide rŽactif dans un milieu 
poreux soluble. On a ainsi affaire ̂  une injection en milieu poreux couplŽe ̂ 
une rŽaction chimique. Les auteurs ont utilisŽ lÕinjection dÕeau dans le pl‰tre. 
La structure finale correspondant ˆ la rŽgion de pl‰tre dissoute est reproduite 
par injection de mŽtal de Wood (tempŽrature de fusion 70 ¡C). Une telle struc-
15  La m•me expŽrience effectuŽe dans une cellule de Hele-Shaw formŽe de deux plaques de 
verre lisse conduit ˆ des structures formŽes de doigts tr•s arrondis.



ture tridimensionnelle est reprŽsentŽe dans lÕencart en couleur.
   !

(a) (b) (c)

Fig. 3.4.13 Comparaison des structures obtenues par a) injection dÕun fluide non 
mouillant en rŽgime de digitation visqueuse dans un milieu poreux, b) simulation nu-
mŽrique ̂ partir des Žquations de transport du fluide dans les canaux dÕun milieu po-
reux, c) simulation numŽrique dÕune agrŽgation limitŽe par diffusion (Lenormand,                           
1989).

Pour terminer avec ces exemples notons les jolies expŽriences de Fujikawa 
et Matsushita (voir par exemple, Matsushita & Fujikawa, 1990) o• des colo-
nies de bactŽries Bacillus subtilis se dŽveloppent sur des plaques dÕagar dans 
un champ de concentration de mati•re nutritive. Il sÕagit dÕun processus de 
croissance limitŽ par la diffusion du produit nutritif dans le substrat, qui en-
gendre des structures tr•s semblables ̂ celles que nous venons de dŽcrire (la 
dimension fractale est de lÕordre de 1,73 ± 0,02).

Nous avons, dans cette section, introduit divers nouveaux mod•les (Eden, 
DLAÉ) sans les dŽtailler. Cet aspect purement descriptif ne permet pas de 
comprendre pourquoi le mod•le DLA relie ces divers phŽnom•nes, agrŽgation 
diffusive, claquage diŽlectrique, instabilitŽ visqueuse. Le chapitre 4 sur les mo-
d•les de croissance est destinŽ ̂ combler en partie cette lacune. Lorsque Wit-
ten et Sanders ont proposŽ le mod•le DLA que nous dŽtaillerons dans ce cha-
pitre, ils pensaient alors modŽliser lÕexpŽrience de Witten et Forrest sur les aŽ-
rosols de fer. En fait, le mod•le dÕagrŽgation limitŽe par   diffusion ne sÕappli-
que pas ˆ ce cas ni dÕune mani•re gŽnŽrale aux expŽriences sur les collo•des et 
aŽrosols, mais sÕest cependant avŽrŽ dÕune richesse surprenante. On pourra 
Žgalement voir avec beaucoup dÕintŽr•t le film de Max Kolb sur les processus 
dÕagrŽgation (Max Kolb, 1986).



3.5 Polym•res et membranes

Les polym•res et les membranes sont Žgalement des structures o• apparais-
sent des gŽomŽtries fractales. Ici encore, cette prŽsence de structures fractales est 
liŽes au tr•s grand nombre de configurations accessibles ˆ ces objets et ˆ la 
compŽtition entre Žnergie et entropie qui conduit la plupart du temps ̂  lÕexis-
tence dÕune transition. Ainsi les polym•res linŽaires en solution forment une 
structure fractale (D !  1,67) ˆ haute tempŽrature et une structure dense (D = 3) 
au dessous dÕune certaine tempŽrature appelŽe point th•ta.

3.5.1 PropriŽtŽs fractales des polym•res

Les polym•res sont formŽs par association de monom•res, ̂ la suite dÕune 
rŽaction chimique. Cette rŽaction chimique peut avoir lieu sur plusieurs sites 
possibles de chaque monom•re, le nombre de sites permettant des liaisons est 
appelŽ la fonctionnalitŽ f du monom•re. On engendre ainsi des structures rami-
fiŽes avec des liens irrŽversibles. Le polym•re formŽ est une cha”ne si la fonc-
tionnalitŽ de tous les monom•res est deux. Dans les autres cas (f > 2) le poly-
m•re est dit branchŽ.

Comme en percolation, lorsque le rŽseau des molŽcules polymŽrisŽes    
sÕŽtend suffisamment pour former un amas tr•s grand (amas infini), on dit quÕil 
y a formation dÕun gel. Ce gel a une structure Žlastique (tout le monde conna”t 
les gels de pectines utilisŽs dans lÕalimentation) alors que pour un degrŽ de po-
lymŽrisation infŽrieur le produit est un liquide plus ou moins visqueux appelŽ 
sol.

Polym•res linŽaires
On les obtient ˆ partir de monom•res bifonctionnels comme par exemple,

le polyŽthyl•neÉÑ CH2Ñ CH2Ñ CH2É

ou le polystyr•ne É
CH2Ñ CHÑ CH2Ñ CHÑ CH2Ñ CHÑ

É
La formation des liaisons entre monom•res initialement diluŽs dans un sol-

vant, engendre des cha”nes. Ces cha”nes sont flexibles ˆ cause des possibilitŽs de 
rotation autour des liaisons, et peuvent •tre tr•s longues. Ainsi, une premi•re 
image idŽale dÕune cha”ne peut •tre donnŽe par une marche au hasard, chaque 
pas correspondant ˆ un maillon, et deux maillons successifs ayant des directions 
quelconques. Cette marche au hasard a ŽtŽ dŽcrite au ¤ 2.2.1. Sa dimension frac-
tale est 2 quel que soit d. Une Žtude de la structure dÕun tel polym•re formŽ de 
cha”nes diluŽes dans un solvant, prŽsenterait alors une intensitŽ diffusŽe aux pe-
tits angles (¤ 3.4.2, p.135) de la forme  I "  Q 

Ð2.

Marches au hasard sans recouvrement  (Self-avoiding walks)
En fait il existe des contraintes pour chaque cha”ne individuelle et entre les 



cha”nes. LÕinteraction V(r) entre deux monom•res (Žlectriquement neutres) a 
une forme assez analogue1 6  ˆ celle qui existe entre deux particules collo•dales 
totalement ŽcrantŽes reprŽsentŽe sur la figure 3.4.2(a). Sans entrer dans les dŽ-
tails, disons quÕun param•tre commode pour dŽcrire lÕeffet de cette interaction 
dans un solvant ˆ la tempŽrature T est (voir de Gennes, 1979, p. 56),

v = !(1 Ð exp ÐV(r)/kT ) d3r. (3.5-1)

Un bon solvant (v > 0) est alors tel que les interactions Ç cÏur dur È entre 
monom•res dominent : un polym•re dans un bon solvant est alors correctement 
dŽcrit comme une marche au hasard sans recouvrement et non comme une 
simple marche au hasard.

Il existe une tr•s importante littŽrature thŽorique sur les marches sans recou-
vrement (voir de Gennes, 1979 et rŽfŽrences ci-incluses). Nous allons simple-
ment dŽcrire ici lÕapproche en champ moyen tr•s instructive due ˆ Flory (1971) : 
pour un polym•re linŽaire de rayon moyen R dans un bon solvant, lÕŽnergie li-
bre F contient un terme rŽpulsif Frep du aux interactions Ç cÏur dur È entre mo-
nom•res et un terme entropique dž ˆ la multiplicitŽ des conformations possibles. 
Si C est la densitŽ locale de monom•res, lÕŽnergie rŽpulsive est localement pro-
portionnelle ˆ C 2 de sorte que,

Frep !  kT  v !C2  dd r  = kT v #C2 $ Rd  !   kT v #C$2 Rd  
o• (approximation de champ moyen), la moyenne du carrŽ a ŽtŽ remplacŽe par le 
carrŽ de la moyenne ; d est la dimension de lÕespace. La densitŽ moyenne #C$ est 
donnŽe par le rapport N/Rd, du nombre total de monom•res (fixŽ) par le volume 
occupŽ par le polym•re. Soit,

Frep

kT
  !   v  N

2

Rd
(3.5-2)

DÕautre part lÕŽnergie libre dÕorigine entropique Fent = Ð T S, (qui engendre 
une force de rappel Žlastique) se calcule en dŽterminant le nombre de conforma-
tions possibles dÕune marche alŽatoire de taille R (voir ¤ 2.2.1). La distribution 
de tailles a la forme,

P(R,N) = A

N
d/2

expÐB R
2

Na2

et lÕŽnergie libre entropique (proportionnelle au logarithme de la probabilitŽ),

Fent (R)
kT

  !     
Fent (0)

kT
  +  R

R0

 2 (3.5-3)

R0 est le rayon moyen idŽal (cÕest-ˆ-dire en absence dÕinteraction), soit R02 "  
N. La taille dÕŽquilibre du polym•re Ç rŽel È est obtenue en minimisant lÕŽnergie 
libre totale,

F Ð F0
kT

  !     R
R0

2
 + v N

2

Rd
 (3.5-4)

16 LÕinteraction entre monom•res distants de R est en gŽnŽral du type Lennard-Jones (12-6), 
cÕest-ˆ-dire quÕelle est la diffŽrence dÕun terme en 1/R1 2 et dÕun terme en 1/R6.



La minimisation par rapport ˆ R donne,

 N "  RD   avec  D = d + 2
3

 (3.5-5)

La structure dÕune cha”ne polym•re dans un bon solvant est fractale, sa di-
mension fractale est en champ moyen,  D = 4/3 en d = 2 et D = 5/3 en d = 3.
Ces valeurs sont remarquablement bonnes (ˆ moins de 1 % des meilleures va-
leurs numŽriques). En dimension 2, lÕapproche Ç exacte È utilisant lÕinvariance 
conforme donne m•me prŽcisŽment D = 4/3.

ExpŽrimentalement, des expŽriences de diffusion des neutrons ont ŽtŽ faites 
sur du polystyr•ne dissout dans du benz•ne (fig. 3.5.1). Ce solvant peut •tre 
considŽrŽ comme un bon solvant, et lÕintensitŽ diffusŽe, I(Q) "  QÐD, vŽrifie tr•s 
bien la loi en D = 5/3.

Ceci est vrai tant que le polym•re est assez diluŽ dans le solvant pour que lÕon 
puisse nŽgliger lÕinteraction entre les cha”nes. Si on augmente progressivement 
la concentration C des monom•res, on atteint une concentration C* pour laquelle 
il existe un recouvrement entre les polym•res. Cette concentration est alors Žgale 
ˆ celle des monom•res dans une cha”ne, soit :
    !

 C* !  N
Rd

  "   N1Ð d/D   "   N Ð 4/5    (en d! =! 3) (3.5-6)
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Fig.3.5.1 DonnŽes expŽrimentales de diffusion aux petits angles des neutrons sur des cha”-
nes de polystyr•ne dissoutes dans le benz•ne (courbe (A)) : la pente 5/3 est indiquŽe en 
traits tiretŽs. Dans le cas du polystyr•ne fondu (courbe (B)), la pente attendue est 2, car 
lÕŽcrantage pour une cha”ne dans un polym•re fondu conduit ̂  la reprŽsenter comme une 
marche au hasard (Th•se Farnoux, voir Daoud & Martin dans       



Avnir, 1989).
Lois dÕŽchelle

Cette concentration C* jouant le r™le dÕune concentration critique, on    sÕat-
tend ̂  ce que le rapport sans dimension, C/C* soit le param•tre pertinent dans 
les probl•mes de polym•res diluŽs dans de bons solvants. Une propriŽtŽ dŽpen-
dant de N et C sÕŽcrira alors,

F(N,C) = F(N,0) f(C/C*)
soit encore, (3.5-7)

F(N,C) = F(N,0) f(CN4/5)

Cha”nes de polym•res dans un mauvais solvant
On dŽsigne ainsi le cas o• v < 0, car alors lÕŽnergie libre dŽcrite par (3.5-4) ne 

prŽsente plus de minimum. Il faut prolonger le dŽveloppement aux ordres plus 
ŽlevŽs puisque le terme dÕinteraction entre monom•res (en C2) est maintenant 
nŽgatif cÕest-ˆ-dire dominŽ par la partie attractive de lÕinteraction. Le terme en C 
3 (ˆ trois corps) reste lui toujours positif et 

F Ð F0
kT

  !     R
2

R0
2
 + v N

2

Rd
 + w N3

R2d
 + É (3.5-8)

v sÕannule ˆ la tempŽrature de transition T = %. Pour les tempŽratures infŽrieures 
au point % (v < 0), le polym•re sÕeffondre vers une structure dense, cÕest-ˆ-dire 
que D = d, tous les ordres (les interactions ˆ n-corps) jouant maintenant un r™le.

Cha”nes de polym•res sans solvant et vulcanisation
Une bonne image dÕun ensemble de cha”nes ˆ la concentration C = 1, cÕest-ˆ-

dire sans solvant, est celle dÕun plat de spaghettis ; du moins si la tempŽrature est 
suffisamment basse car ˆ tempŽrature ordinaire lÕagitation thermique est impor-
tante et une meilleure image serait celle dÕune bo”te pleine de vers de terre ! La 
mati•re obtenue est molle et sÕallonge irrŽversiblement si on tire dessus. Si 
maintenant on crŽe des pontages entre les cha”nes (cÕest le cas de la vulcanisa-
tion dans laquelle on introduit des ponts S-S entre des cha”nes de polyisopr•ne), 
on fabrique un matŽriau conservant sa forme : un caoutchouc. Il suffit dÕun fai-
ble taux de pontages pour crŽer un amas Ç infini È de cha”nes reliŽes entre elles.

Polym•res branchŽs
ConsidŽrons une solution de monom•res ayant la m•me fonctionnalitŽ f. Si 

des liens se forment sur toutes les extrŽmitŽs sans jamais faire de boucles, on 
engendre un rŽseau de Bethe. Tr•s vite, le manque de place se fait alors sentir, un 
rŽseau de Bethe avec volume exclu ne pouvant •tre plongŽ dans un espace de di-
mension finie. En consŽquence, ou bien il subsiste dans le polym•re un grand 
nombre de liaisons pendantes, ou le polym•re se restructure pour refermer au 
mieux ces liaisons.

Une approche Ç ˆ la Flory-Stockmayer È dÕune thŽorie de champ moyen ba-



sŽe sur un mod•le en arbre de Cayley (pour lequel D = 4, voir lÕapproche en 
champ moyen de la percolation au ¤ 3.1.1) donne,

N "  R04 

Le calcul tenant compte du volume exclu a ŽtŽ effectuŽ par Isaacson, Lubenski 
et de Gennes au dŽbut des annŽes 1980, sous une forme analogue au cas des 
polym•res linŽaires. On suppose le polym•re branchŽ en Žquilibre thermodyna-
mique dans un solvant o• il est suffisamment diluŽ. En minimisant par rapport ˆ 
R lÕŽnergie libre totale Žcrite ci-dessus on obtient alors,

 D = 
2(d + 2)

5
           (D = 2   quand   d = 3). (3.5-9)

En fait, ce rŽsultat correspond ̂ la dimension fractale si lÕon consid•re un 
seul amas et des distances infŽrieures ˆ sa taille. En pratique lorsque la polymŽ-
risation sÕop•re, le milieu devient polydispersŽ et il faut tenir compte de cette po-
lydispersitŽ pour dŽterminer la dimension fractale effective du milieu.

Pour une distribution dÕamas de la forme  ns = s Ð& au seuil de percolation, on 
trouve une dimension fractale,

 Deff  = D (3 Ð & ). (3.5-10)

soit, pour d = 3,  Deff !  1,6 en prenant & !  2,2É
Ces deux valeurs, 2 pour un milieu monodispersŽ et 1,6 pour un milieu poly-

dispersŽ, sont fort bien vŽrifiŽes expŽrimentalement.
Il serait Žgalement important dÕexaminer la structure des polym•res fondus, 

lorsquÕil nÕy a plus de solvant et que ceci entra”ne un Žcrantage partiel entre les 
polym•res et donc une augmentation de la dimension fractale. Le lecteur intŽres-
sŽ consultera les livres ou revues spŽcialisŽs (de Gennes, 1979 ; Daoud & Mar-
tin dans Avnir, 1989 ;É)

Gels
Il faut ici distinguer les gels physiques et les gels chimiques.
Dans les gels physiques, on a affaire ˆ des polym•res en cha”nes plus ou 

moins longues en prŽsence dÕun Ç agent pontant È (comme Ca++) ˆ moins 
quÕelles ne sÕenroulent en hŽlice (fig. 3.5.2). Des pontages se forment entre les 
cha”nes avec une concentration fixŽe par la tempŽrature (lÕŽnergie de formation 
des pontages est en gŽnŽral assez basse). A haute tempŽrature, il y a peu de liens 
et le polym•re est liquide. A basse tempŽrature, le syst•me est gelŽ par le grand 
nombre de liens prŽsents. Il existe une tempŽrature intermŽdiaire de gŽlification 
o• le nombre moyen de liens prŽsents assure lÕexistence dÕun amas infini. Dans 
tous les cas, le syst•me peut •tre maintenu ˆ lÕŽquilibre dans lÕŽtat liquide ou so-
lide suivant la tempŽrature. La gŽlatine est un gel physique qui fond ̂  60 ¡C.      
!



(a) (b)

Fig. 3.5.2 Formation dÕun gel physique : les polym•res linŽaires peuvent se lier par des 
ponts ioniques ou sÕenrouler en hŽlice. Les pontages formŽs peuvent •tre en concentration 
suffisante pour engendrer un amas infini et former un gel. La tempŽrature contr™le lÕouver-
ture de ces ponts dont la barri•re de formation est assez basse. 

Dans les gels chimiques, la structure est b‰tie avec des liaisons chimiques en-
tre les constituants (les rŽsines Žpoxy comme la colle Ç araldite  È en sont un 
exemple). Le syst•me reste tr•s longtemps hors dÕŽquilibre, car le processus 
dÕagrŽgation est du type amas-amas limitŽ par diffusion ou par rŽaction (et que 
lÕon supposera relativement monodispersŽ). A cause de leur structure fractale, 
lorsque les amas polymŽrisŽs croissent, leur concentration moyenne dŽcro”t, de 
sorte quÕils occupent de plus en plus de volume. La concentration en monom•-
res dÕun amas de rayon R et de masse M = RD, est C = M/Rd, tandis quÕelle est 
presque nulle ˆ lÕextŽrieur des amas. Les amas finissent donc par se toucher 
(fig. 3.5.3 (b)) quand C dŽcro”t suffisamment et atteint la concentration initiale 
C0. Ils ont alors un rayon moyen RG tel que,

C0= RG Ð (dÐD)

(a) (b) (c)

Fig. 3.5.3 Formation dÕun gel chimique : lorsque les monom•res sont assez diluŽs, les 
amas polymŽrisŽs restent sŽparŽs  (a). JusquÕˆ lÕinstant tG o• la gŽlification   appara”t (b). 
Si on attend plus longtemps il peut y avoir restructuration du gel et      densification (c). 
La polydispersitŽ joue un r™le important dans ces processus.

Le processus dÕagrŽgation entra”ne un certain taux de croissance des amas et 
donc une dŽpendance R(t) de leur rayon moyen en fonction du temps t. Il existe 
ainsi un temps tG (R(tG) = RG), dit temps de gel, tel quÕun amas infini appa-
raisse.



En fait, la dynamique est rŽgie par le coefficient de diffusion de chaque type dÕamas. Or, 
plus ils sont volumineux, moins ils diffusent vite. On peut raisonnablement se donner une 
loi de puissance pour ces coefficients de diffusion D (M), loi qui est en accord avec les rŽ-
sultats expŽrimentaux. Soit donc (Kolb & Herrmann, 1987),

D (M) = M'   avec '  < 0.
Le taux de croissance dŽpend fondamentalement de ' . La tempŽrature intervient Žgalement 
de fa•on tr•s importante dans ces taux (voir aussi le ¤ 4.4.1).

Le traitement en champ moyen des branchements successifs des monom•res 
dž ˆ Flory et utilisant le mod•le en arbre de Cayley, bien quÕil donne parfois 
dÕexcellents rŽsultats dans les gels, nŽglige les boucles et conduit ˆ des contrain-
tes stŽriques rendant impossible la construction dÕun arbre de Cayley infini dans 
un espace tridimensionnel. Les dŽviations observŽes par rapport ̂ ce mod•le en 
arbre ont conduit de Gennes et Stauffer en 1976 (voir de Gennes, 1979 p. 137) ˆ 
proposer, dans le cas sans solvant, une approche percolative. En prŽsence dÕun 
solvant, on peut imaginer quÕau moment de la gŽlification, le processus amas-
amas ne peut plus •tre limitŽ par diffusion car les amas sÕinterpŽn•trent dŽjˆ. 
LÕidŽe est alors quÕil se forme des liaisons au hasard reliant les amas pour for-
mer un rŽseau analogue ̂ un rŽseau de percolation. Ces liens continuent ̂ se 
crŽer au fur et ̂  mesure que le temps sÕŽcoule, cÕest-ˆ-dire que dans le mod•le 
de percolation la concentration de liens cro”t au-delˆ du seuil (voir pour plus de 
dŽtails Jouhier et al., dans Deutscher, Zallen et Adler, 1983, chapitre 8).

Le passage du sol (solution de polym•res) au gel, sÕobserve tr•s bien par la 
modification des propriŽtŽs mŽcaniques du milieu. Le sol voit sa viscositŽ cro”tre 
et diverger au moment de la formation du gel, alors que lÕŽlasticitŽ qui Žtait nulle 
commence ˆ augmenter d•s la formation du gel (voir le ¤ 5.2.4).

3.5.2 PropriŽtŽs fractales des membranes

Les membranes constituent des structures dont le r™le est capital dans de 
nombreux domaines de la physique, de la chimie ou de la biologie. Elles sont 
dÕautre part intŽressantes conceptuellement ˆ cause de leur gŽomŽtrie bidimen-
sionnelle. Suivant le point de vue qui est le n™tre ici, nous ne nous attacherons 
quÕˆ indiquer les aspects structuraux des membranes conduisant ̂ des gŽomŽ-
tries fractales. Les membranes peuvent prŽsenter des structures fort diffŽrentes 
suivant leur constitution molŽculaire. On peut ainsi avoir des membranes fluides, 
dont les molŽcules constituantes diffusent aisŽment au sein de la membrane, ou 
bien des membranes solides, obtenues par polymŽrisation, et dont les liens entre 
les molŽcules ne peuvent •tre brisŽs.

Membranes fluides
Les molŽcules amphiphiles sont des molŽcules comportant une t•te hydro-

phile (dipolaire) et une ou plusieurs cha”nes hydrophobes. Ces molŽcules se 
placent facilement ˆ lÕinterface entre deux liquides non miscibles comme lÕeau et 
lÕhuile : ce sont les surfactants utilisŽs pour faire des Žmulsions. Une autre con-
figuration importante est celle en bicouches, dans laquelle les cha”nes hydropho-



bes sÕapparient. Les membranes des cellules vivantes sont formŽes de cette fa-
•on ; les t•tes hydrophiles sont alors ˆ lÕextŽrieur au contact avec lÕeau des cel-
lules. Ces membranes fluctuent thermiquement, et contrairement ˆ ce qui se pro-
duit pour les membranes solides, il nÕy a pas de rŽsistance au cisaillement, elles 
peuvent se dilater localement comme une membrane Žlastique.

On peut dŽfinir une longueur de corrŽlation attachŽe ˆ ces fluctuations. Il suf-
fit pour cela de considŽrer la valeur moyenne du produit scalaire de deux norma-
les de longueur unitŽ en deux points de la surface distants de r. Une phase plane 
correspond ̂ une longueur de corrŽlation infinie. Les fluctuations fripent la 
membrane et on peut donc en principe sÕattendre ˆ une transition de froissement 
quand on augmente la tempŽrature. Des simulations numŽriques       !

ont ŽtŽ rŽcemment faites par BaumgŠrtner & Ho (1990) du froissement de vŽsi-
cules fluides1 7. Ils ont trouvŽ que le rayon de giration Rg Žtait reliŽ au nombre N 
de monom•res sur la surface par une loi de puissance de la forme,

N " Rg
D

avec D ! 2,5. (3.5-11)
Si le froissement, dans le cas dÕune membrane fluide, correspond ̂ une sur-

face alŽatoire sans recouvrement, il nÕest pas alors sans rappeler la surface ex-
terne dÕun front de diffusion dŽcrit au ¤ 3.3.1, dont la dimension fractale est 
Žgalement voisine de 2,5.
    !

T<T

T>T

c

c

Fig. 3.5.4 Transition de dŽcrochement dans un empilement de membranes fluides.
On observe, dÕautre part, dans un empilement de membranes une transition 

de dŽcrochement. En effet, il existe une force attractive de van der Waals entre 
deux membranes conduisant ̂ un potentiel dÕinteraction du type de la figure 

17 Les calculs ont ŽtŽ effectuŽs sur des vŽsicules plut™t que sur des membranes ouvertes de 
mani•re ˆ sÕaffranchir des probl•mes liŽs aux bords libres.



3.4.2 (a). A basse tempŽrature les membranes sÕempilent en couches bien paral-
l•les. Au-dessus dÕune tempŽrature critique, les membranes se sŽparent (forces 
de rŽpulsion dÕorigine entropique) par apparition de fluctuations dans leur gŽo-
mŽtrie. La nature rugueuse de cette gŽomŽtrie ne semble pas avoir ŽtŽ ŽtudiŽe en 
dŽtail.

Membranes solides
Une membrane solide ou polymŽrisŽe est une surface qui prŽserve la connec-

tivitŽ entre chaque paire de points de la surface : cÕest par exemple le cas des 
surfaces constituŽes dÕun ensemble de particules (monom•res) liŽes entre elles 
pour former un rŽseau bidimensionnel. Les propriŽtŽs dÕŽchelle dÕune telle sur-
face ne dŽpendent pas alors de la structure du rŽseau (triangulaire, carrŽÉ) ni de 
la forme prŽcise de lÕinteraction entre monom•res, mais seulement du fait que 
les liaisons entre particules ne peuvent •tre brisŽes.

Un morceau de papier froissŽ est un exemple simple de membrane solide. On 
peut Žgalement fabriquer des membranes polymŽrisŽes ˆ partir de monom•res 
sÕinterconnectant sur des interfaces liquide-gaz, liquide-liquide ou solide-gaz. 
CÕest le cas du poly(mŽthyl-mŽthacrylate) extrait de la surface dÕargiles mont-
morillonites au sodium ; on a Žgalement obtenu des membranes polymŽrisŽes 
par copolymŽrisation de bicouches lipidiques.

En dimension deux, les analogues des membranes solides sont les cha”nes 
sans recouvrement (cha”nes polymŽrisŽes se mouvant sur un interface) dŽcrites 
au paragraphe prŽcŽdent. Nous avons vu quÕelles prŽsentaient une transition au 
point %.

Les membranes solides correspondent en gŽnŽral ˆ une interaction rŽpul-sive 
entre monom•res qui tend ̂ les aplanir. Elles prŽsentent alors une transition de 
phase, rŽsultat de la compŽtition entre les forces tendant ˆ aplanir    la membrane 
(simulŽe par un couplage J entre les normales aux plaquettes premi•res voisines) 
et lÕentropie tendant ˆ froisser la surface. La figure 3.5.5 montre quatre configu-
rations dÕŽquilibre dÕune membrane solide pour         diverses valeurs de (  = 
J/kT. La transition de phase entre phase plane et phase froissŽe appara”t pour 
une valeur proche de (  = 0,5.

Le rayon de giration Rg dÕune membrane sans volume exclu (sans interaction 
cÏur dur entre monom•res) dans sa phase froissŽe varie comme (log R)1/2 o• R 
est la taille linŽaire de la membrane plane. Lorsque les interactions de Ç volume 
exclus È sont prŽsentes, le rayon de giration cro”t comme R) t o• ) t !  0,8. Cet 
exposant 0,8 peut •tre aisŽment vŽrifiŽ chez soi en froissant des carrŽs de papier 
de c™tŽ R diffŽrents. La phase froissŽe est fractale et la relation entre masse et 
rayon donne,

 D = 
d Ð 1

) t
  !  2,5    en  d = 3. (3.5-12)



Comme dans le cas des polym•res linŽaires, on peut faire un calcul en champ 
moyen en suivant lÕapproche de Flory ; lÕexpression obtenue gŽnŽralise le calcul 
pour les cha”nes et on obtient,

 DFlory = d + 2
dT + 2

 dT (3.5-13)

dT est la dimension topologique de la membrane ou de la cha”ne. Pour une 
membrane (d = 3, dT = 2), DFlory est exactement  2,5.

Fig. 3.5.5 Configurations dÕŽquilibres dÕune membrane hexagonale formŽe de plaquettes 
triangulaires. Elles correspondent  ̂ 4 valeurs diffŽrentes de lÕinteraction rŽduite (  entre les 
normales ˆ des plaquettes premi•res voisines. (  = 0,01 et (  = 0,25 correspondent ˆ la phase 
froissŽe, k = 0,5 est proche de la transition et                   (  = 2,0 correspond ˆ la phase 
plane (Kantor, 1989).


